Analysis I - Formelsammlung
von Julian Merkert, Wintersemester 2004/05, Dr. Schmoeger

e Dreiecksungleichungen und andere Standardsachen sind hier i.d.R nicht aufgefiihrt!

e Immer nachpriifen, ob Voraussetzungen erfiillt sind!

Binomialkoeffizient: ( Z ) = Wlk)'

Bernoullische Ungleichung: Ist z > —1,sogilt (14+2)">1+nzVneN
Der binomische Satz: (a+b)" =, _, ( Z ) a" " *bk vV n e N

Monotoniekriterium fiir Folgen:
e (ay) sei monoton wachsend und nach oben beschrinkt. Dann ist (a,) konvergent und lim,_ sa, = sup$e; a,
e (a,) sei monoton fallend und nach unten beschrinkt. Dann ist (a,) konvergent und lim,,_..a, = infoo; a,
Wichtige Folgen:
e Yn—1(n—o0), ¥Yc—1(n— )
o (1+2)" —e” (n— oo)
Satz von Bolzano-Weierstraf: (a,,) sei eine beschrinkte Folge. Dann: H(a,) # 0
Cauchyfolge (CF): Ve>03ngeN:|a, —am| <eVn>m>ng
Cauchy-Kriterium: (a,,) ist konvergent :< (a,,) ist eine CF.
Unendliche Reihen:

e Harmonische Reihe Y07 | % ist divergent

e Geometrische Reihe -7 2" (z € R) konvergiert fiir [z| < 1. Dann: y - 2" = -

) 1 .
® > . _o i konvergiert gegen e

S m konvergiert gegen 1

S o 7 konvergiert absolut V z € R

n=0
n
Cauchy-Kriterium: > | a, konvergiert :& Ve >0 3 ng=ng(e) € N: | Z ar| <eVn>m>ng

k=m+1
—_———

=Spn—Sm

Monotonie-Kriterium: Sind alle a,, > 0 und ist (s,,) beschrinkt = Y >° | a,, konvergiert.

Notwendige Bedingung fiir Konvergenz: chzl ayp sei konvergent. Dann: a,, — 0 (n — 00)
Leibnitzkriterium: Sei (b,,) eine monoton fallende Nullfolge und a,, = (—=1)"*'b,,. Dann ist > >, a,, konvergent.
Majorantenkriterium: Gilt |a,| < b, ffa n € Nund ist > -, b, konv. = >~ | a,, konvergiert absolut.
Minorantenkriterium: Gilt a,, > b, > 0 flan € Nund ist Y 2 | b, divergent = >~ | a,, ist divergent.

Wurzelkriterium: Sei (a,,) eine Folge und a = limsup {/|a,| (oo = oo ist zugelassen).

(1) Ist a < 1= Y7 a, konvergiert absolut
(2) Ist > 1= Y7 a, divergiert
(3) Ist a =1, so ist keine allgemeine Aussage moglich

Quotientenkriterium: Sei (a,,) eine Folge in R und a,, # 0 flan € N. o, = 2+ ffan e N.
Es sei a,, beschrinkt, 8 := liminf(a,) und « := limsup |ay,|



(1) Ist B>1= >, a, divergiert
(2) Ist a < 1= Y7 a, konvergiert absolut
(3) Ist @« = 8 =1, so ist keine allgemeine Aussage moglich.

Produktreihen: Sind > a,, und >_ b,, absolut konvergent, so ist die Produktreihe > p,, von beiden absolut konvergent.

Cauchyprodukt: Setze ¢, := Y, akbp— = aoby, + arbp—1 + ... + anbo(n € No). Y- ¢, heift Cauchyprodukt

Sind 3" a,, und )" b,, absolut konvergent, so konvergiert ihr Cauchyprodukt Y7 ¢, gegen Y 0" an - > oo by.

2n+1

Sinus und Cosinus: cosz 1=~ ((—1)" &~ sinz:= Zfzo(—l)"m

Potenzreihe: > 7 a,z" = ap + a17 + a2x? + ...

Yoo o anx™ sei eine PR, o := limsup {/|a,| und r := % (also r = 0, falls ¢ = oo und r = oo, falls o = 0)
(1) Ist = 0, so konvergiert die PR nur fiir x=0
(2) Ist r = oo, so konvergiert die PR absolut V z € R

(3) Ist 0 < r < o0, so konvergiert die PR absolut fiir |x| < r und sie divergiert fiir |z| > r (im Falle |z| = r, also fiir
x =rund x = —r, ist keine Aussage moglich.

Sinus- und Cosinushyperbolicus:

2n

e coshzx := %(e"c +e7*) (z €R), coshz =Y 2, (gn)l

(e* —e~) (z € R), sinha = 300 22

n=0 Gng1y (@ €R)

e sinhz := %

Grenzwerte bei Funktionen: lim,_.,, f(x) existiert :< 3 a € R mit: fiir jede Folge (z,) in D\ {zo} mit z,, — zg
gilt: f(x) — a.

Cauchykriterium: lim, ., f(z) existiert :& Ve >035=0(c) >0: |f(z) — f(z')| <e V¥ z,2’" € Ds(x0)
Exponentialfunktion: e* =Y % (x €R)
Stetigkeit: f heifst stetig in x :& fiir jede Folge (x,) in D mit x,, — zq gilt: f(z,) — f(20)

Beispiele:

(1) e*,sin(x), cos(x) sind auf R stetig

(2) limg_o S22 =1
(3) limy—o <L =1
(4) limy, o ewo+f;l,ewo =e" Vo eR

Zwischenwertsatz: Sei a < b und f € Cla,b] :== C([a,b]). Weiter sei yo € R und f(a) < yo < f(b) oder f(b) < yg <
f(a). Dann existiert ein g € [a,b] : f(x0) = Yo

Nullstellensatz von Bolzano: Sei f € Cla,b] und f(a)f(b) < 0. Dann existiert ein zo € [a,b] : f(xo) =0
Offene / abgeschlossene Mengen:
(1) A C R heifst abgeschlossen :< fiir jede konvergente Folge (x,,) in A gilt: limz,, € A
(2) B CRheift offen & Yo e B3d=3(x) >0:Us(z) CB
Funktionenfolgen und -Reihen:
o (fn) heifst auf D punktweise konvergent :< fiir jedes x € D ist (fy,(z))52, konvergent.
e > | fn heifit auf D punktweise konvergent :< fiir jedes z € D ist (s, (2))52; konvergent.

e (fn) heifit auf D gleichméRig (glm) konvergent :<< 3 Funktion f : D — R mit: Ve > 0 3 ng(e) € N:
|[fu(z) = f(z)|<eVn>ngVaxeD



e Kriterium nach WeierstraR: Sei (c,) eine Folge in R, sei Y7, ¢,, konvergent, sei m € N und es gelte |f,(z)] <
¢, Yn>mV z € D. Dann konvergiert Y~ f,, auf D glm.

GleichméfRige Stetigkeit: Ve >035=40(¢) >0:|f(z) — f(z)|<eVz,z€Dund |z —z| < ¢
e Ist D beschrinkt und abgeschlossen, und f auf D stetig, dann ist f auf D glm. stetig.

Libschitzstetigkeit: 3 L >0:|f(z) — f(2)| < Ll —z|V 2,2 € D

Ableitung / Differenzierbarkeit in zo: 3 lim,_,,, f@)=flzo) f'(xo) und ist € R

Produktregel: (fg)'(zo) = f'(x0)g(xo) + f(x0)g’ (z0)

/
Quotientenregel: (5) (zo) = I’ (zo)g(®o)=f(x0)g’ (z0)

g(x0)?
Kettenregel: (f o g)' (x0) = f'(g(x0)) ¢'(x0)

Ableitung der Umkehrfunktion: f € C(I) sei streng monoton fsei dbin 29 € I und f'(zo) # 0.
Dann ist f~': f(I) — R db in yo := f(zo) und (f~")(y0) = 7 (”ﬂo)

Satz von Rolle: es sei f(a) = f(b), { stetig und db. Dann existiert £ € (a,b) : f/(§) =0

Mittelwertsatz (MWS) der Differentialrechnung: f stetig und db = 3 £ € (a,b) : W = f'(§)

Erweiterter Mittelwertsatz: f, g stetig und db und g(b) # g(a) = 3£ € (a,b) : ;ggg f((“)) = Q,Eg

Die Regeln von de I’Hospital:
fyg9: (a,b) — R seien auf (a, b) db und es sei ¢'(x) #0V x € (a,b) (a = —oco oder b = oo zugelassen).

Weiter existiere L := lim,_,, Ex; (L = £o0 zugelassen) und es gelte
() lim,—q f(2) = limg—, g(x) = 0 oder
(ID) limg—, f(z) = £oo.
Dann lim,_,, % = L (gilt auch fir z — b)
Additionstheoreme: sin(z + y) = sinx cosy + coszsiny  cos(x + y) = cosx cosy — sinz siny

Wichtige Ableitungen:

o (tanx) =1 +tan’x

e (arctanzx) = 1_‘_1972

e (arcsinz) = \/1177 lz] <1
e (arccosz) = —\/11_7 lz] <1
o (o)) =

Abelscher Grenzwertsatz: log(1 + =) = ZZO:O(—I)"I _ fiir ¢ € [-1,1]

n+

Hohere Ableitungen: Sei > a,(z — zo)™ eine PR mit KR r > 0,1 := (zg — r,zo + 1)
o feC=()
e VoelIVkeN: fB(z)=3" nn—1)..(n—k+1a,(x —z9)"*

Taylorreihe: ) 7 1 )(mo)( — x0)"

n!

5 (o)

Taylorpolynom: T, (z,x¢) := > ,_o 772 (z — 20)*

Satz von Taylor: Sei f € C" = 3£ € [z,x0] : f(z) = Th(z,z0) + j((::i)(,g)( )

1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Es sei f € R|a,b] und f besitze auf [a,b] die SF F.

Dann [’ f(z)dz = F(b) — F(a) = F(z)[} =: [F(2)]}

MWS der Integralrechnung:
Es seien f,g € R[a,b],g9 > 0 auf [a,b], m := inf f([a,b]), M := sup f([a,]])



(1) Ipeim,M: ffgdx—uf gdz
(2) Ist f € Cla,bl = 3 &€ lab]: [ fde= f(€)(b—a)

2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechung
Sei f € Ra,b] und F : [a,b] — R sei definiert durch F(z) := [ f(t)dt

(1) F ist auf [a, b] Lipschitzstetig, insbesondere F' € C’[a, b]

(2) Ist fin zq stetig = F ist in 2o db und F’'(xg) = f(z0)

(3) Ist f € Cla,b] = F € C'{a,b] und F’ = f auf [a,b]
Partielle Integration: fab flgdx = f(x)g(x)|% — f: fg'dx
Substitutionsregel: [ f(g(t))g' (t)dt = [ f(x)dx|,—g()

Integrale:

o [ I_lwoda: = log |x — w0

o [logz dx =zloge —x

o [ \/ﬁdx = arcsinh x

o [ ——dx = arctanh z
Cauchy-Kriterium: ff fdz konv. 1 Ve>03c=ce) € (a,0) : | [, fdx| <e ¥ u,ve(c,B)
Majorantenkriterium: Ist |f| < g auf [a, 3) und ff gdx konv. = ff fdx konvergiert absolut
Minorantenkriterium: Ist | f| > g > 0 auf [a, b) und ff gfx div. = faﬁ fdx div.
Funktionen von beschrinkter Variation:

o Ist f auf [a,b] Lipschitzstetig = f € BV|a, b]

o Ist f db auf [a,b] und f’ beschrinkt auf [a,b] = f € BV]a,b]

e Ist f monoton auf [a,b] = f € BV|a,b] und v¢a,b] = |f(b) — f(a)]

o Ist f € Cla,b] = vfla,b] = f|f|dx
Partielle RS-Integration: Ist f € Rya,b] = g € Rya,b] und f; fdg = f(z)g(2)|% — f; gdf
Riemann-Stieltjes-Integral:

e Sei f € Rla,b], g sei db auf [a,b] und ¢’ € R[a,b]. Dann f € Rya,b] und f; fdg = f; fg'dx

o Ist f € Cla,b) und g € BV[a,b] = f € Ry[a,b]



