Analysis II - Formelsammlung
von Julian Merkert, Sommersemester 2005, Dr. Schmoeger
e Dreiecksungleichungen und andere Standardsachen sind hier i.d.R nicht aufgefiihrt!
e Immer nachpriifen, ob Voraussetzungen erfiillt sind!
Skalarprodukt: x -y := xy := x1y1 + ... + Tpyn
Norm: ||z]| := (z-2)2 = (22 + ... + 22)2
Abstand: ||z — y|
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: |z - y| < ||z]|| ||y|]
A-Ungleichung: ||z + || < [[]| + Iyl
Bolzano-Weierstraf: Ist (a(*)) beschriinkt, so enthilt (a*)) eine konvergente TF.
Cauchy-Kriterium: (a(*)) konvergent < Ve > 03k € N: |[a®) —aW|| <V k1> ko
Grenzwerte bei Funktionen:

e Sei yg € R™. lim, ., f(x) = yo :& fiir jede Folge () in D\ {zo} und z*) — zq gilt: f(z®*)) — yo

In diesem Fall schreibt man: f(z) — yo (z — x0)

o lim, .., f(z) existiert :& Fyo € R™ : lim, ., f(x) = yo

o Ist f=(f1,.... fm) und yo = (Y1, ..., ym) € R™, s0 gilt: f(z) — yo (x — x0) & fi(z) = y; (x — x0) (j =1..m)
Stetigkeit: Sei 29 € D. f heifit stetig in zo < fiir jede Folge (z(®)) in D mit 2(®) — zq gilt: f(2®) — f(x0)
GleichmiiRige Stetigkeit: Y e> 035> 0:||f(z) - f(y)|| <eVa,yeD:||z—y| <

e D sei beschriankt und abgeschlossen und es sei f € C(D,R™) = f ist auf D glm stetig
Lipschitzstetigkeit: 3 L >0:||f(z) — f(y)|| < L||z —y|| V x,y € D
Beschrénktheit: 3¢>0:||f(z)|]|<cVzeD

Partielle Differenzierbarkeit / part. Ableitung in zo: 3 lim;_g w = %(xo) und ist € R.
J

Satz von Schwarz: Es sei f € C?(D,R),z9 € D und j,k € {1,...,n}. Dann: Jzj20(20) = foya, (T0)

o) 2]

39{1 (zo) - aff:, (zo)
Jacobi- / Funktionalmatrix in z: %(mo) = ggll’i’?g = Jy(mg) :=

Ofm Ofm

o () ... Gl (ao)
Differenzierbarkeit in xo: 3 (m x n)-Matrix A: limp_¢ f(m°+h)H_th(m°)_Ah’ =0

e fseiin zg db = fist in x( partiell db und die Matrix A ist eindeutig bestimmt: A = J¢(zo), f'(z0) := A = J¢(z0)
(Ableitung von f in ()

o Ist f € CY(D,R™) = fist auf D db.

Kettenregel: f sei in g € D db, ) # E C R™. E sei offen, f(D) C F und g : E — RP sei db in yo := f(x¢). Dann ist
gof:D —RPdbin zg und (go f) (zo) = ¢'(f(z0)) - f'(x0) [Matrizenprodukt]

Verbindungsstrecke: Seien a,b € R" S[a,b] :={a+t(b—a):t €[0,1]}

Mittelwertsatz: f : D — R sei db auf D, es seien a,b € D und Sla,b] C D. Dann:
3 € Sla, 0] : f(b) = fla) = f(§)(b—a)

Richtung / Richtungsvektor: a € R” und ||a|| =1
Diff’barkeit in z( in Richtung a / Richtungsableitung: 3 lim; w = %(xo) und ist € R

e fin zy db = %(xo) existiert und g—ﬁ(xo) =a-grad f(zo)



Zk—o (z=20,y=y0) V) f(x0,50)

4!

Taylorpolynom: Ty, ((z,9); (xo, yo)) =
k
° (hV)(k) = (hla%l + .+ hn%) , also insbesondere:
o (hV)O (o) = f(o)
o (hV)[f(xo) = h - grad f(zo)
o (V)@ f(ao) = X0y Spey hhi - 5o (o)
o (hV)® f(zg) = D i1 ket 2oy hihwh - %(3«"0)

Der Satz von Taylor: Sei k € N, f € C**1(D,R), 2y € D,h € R" und S[zg, 70+ h] C D

) f(p .
Dann: f(zo +h) = Y5, EL o) 4 OISO yohei ¢ € Sfag, zo + h]

Quadratische Form zu A: Q(z) := z - (Ax)

ferz (o) 0 fayw, (20)
foszi (o) faw, (Z0)

Hesse-Matrix von f in x¢: Hy(xg) := : :
fown (@) fapa(@0)

Definitheit:

e A heift positiv definit (pd) & Qa(z) >0V z € R™\ {0}

e A heift negativ definit (nd) & Qa(z) <0V z € R™\ {0}

e A heift indefinit (id) ;= In,r € R" : Qa(n) > 0,Qa(r) <0
Extremwerte: Sei D offen, f € C?(D,R) und grad f(zo) = 0.

e Ist Hy(xo) pd = f hat in z( ein lokales Minimum.

e Ist Hy(xo) nd = f hat in z ein lokales Maximum.

e Ist Hy(xo) id = f hat in x( kein lokales Extremum.

Umkehrsatz: Sei ) # D C R, D sei offen, f € C'(D,R"), 29 € D und det f'(xq) # 0.
Dann existiert eine offene Umgebung U von zg und eine offene Umgebung V von f(xzq) mit:

(a) fist auf U injektiv, f(U) =V und det f'(x) A0V 2z € U
(b) Fiir f71:V — U : f~1ist stetig db auf V und (f~1)'(f(z)) = f'(z)"' Va € U.

Satz iiber implizit definierte Funktionen:
Sei (x0,10) € D, D offen, f(xo,y0) =0, f € C'(D,R?) und det & e L(xg,10) # 0.
Dann existiert eine offene Umgebung U C R™ von zy und genau eine Funktion g : U — RP mit:

1) (z,9(x)) eDV2xelU

(1)
(2) g(zo) = yo

(3) flz,g9(x))=0VzelU

(4) g € CL(U,RP)

(5) det 9 (2,9(x)) #0V 2z €U

©) o) =~ (% .0@)) Lg@)veeU

Multiplikatorenregel von Lagrange:
f habe in 2y € D ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung ¢ = 0 und es sei Rang ¢'(z¢) = p.
Dann existiert ein \g € R? : H'(xg, A\g) = 0. (Ao heift ein Multiplikator)

o Hist fiir x = (21,..,2,) € D und A = (A1,..., Ap) € RP folgendermafien definiert:

H(z, A) = f(z) + dp(z) = f(2) + Aipi (@) + o + Apipp ()



Weg im R"™: Sei [a,b] CR. 7 : [a,b] — R™ stetig heifst Weg.

L(’Yha,b]) 1te (CL, b]
t=a

Weglingenfunktion zu ~: s(¢) := { 0

Lénge von ~: f [|7/(t)]|dt, falls 7 ein stetig dber Weg.
e Ist s die zu y gehorende Wegléngenfunktion, so ist s € C''[a,b] und s'(t) = ||¥'(t)|| V t € [a, ]
v heift glatt :< ~y ist stetig db und ||7/(¢)|| >0V ¢ € [a, ]

Wegintegral von f lings ~: f f(x)-dx := f fi(z)dzy + ... + fo(z)dx), .7f fi(y(@®)dy1(t) + .. +f Fa(y()dyn(t)
o 7 stetig db = [ f;(x)dz; = [} f;(v(£))7}(t)dt (j = 1.n) und [ f(2) - do = ff FOy@®)y ()dt
Integral beziiglich der Wegliinge: f g(z)ds := f g(y(t))ds(t)

o 7 stetig db = [ g(z dS—f g(y(@)) |17/ (t)]|dt

Stammfunktionen:

o f besitze auf G die SF ¢, y sei ein stiickw. stetig dber Weg = fv f(z) - dx = o(y(b)) — o(y(a))
o f besitze auf G die SF ¢ = f(;) f(x) - dz = ¢(yo) — (x0)

e Sei G sternformig und f € C'(G,R™). Dann: f besitzt auf G eine SF < f erfiillt auf G die IB.

— Integrabilitidtsbedingungen: ng = g% auf G (j =1..n)

xr

— Sei ) # M C R™. M heifit sternférmig :< Jxg € M : S[zg, 2] CM Ve M

. L. . 1, z€A
Charakteristische Funktion: 14(x) := { 0 zcRMA
ivi . | flx) z€A
Triviale Fortsetzung: f4(x) .—{ 0 v A

Lebesgueintegral von f iiber A: [, fdr := [, f(z)dzx = [, fadz
o Sei A C R” offen und beschriankt und f € C(A,R) sei beschrankt. Dann: f € L(A)
o A C R” sei abgeschlossen und beschrénkt und f € C(A,R). Dann: f € L(A)
Bezeichnungen: R"™ = R" x R™ = {(z,y) : z € R,y € R™}. Sei A C R**™,
o FiryeR™: Ay :={x eR": (z,y) € A} CR"
o Firz e R": A, :={yeR": (x,y) € A} CR™

wKleiner Satz von Fubini:
A C R™™ gei beschrénkt und offen (abgeschlossen) und f € C(A,R) sei beschrinkt. Dann:

(1) Fiir jedes y € R™ ist die Funktion = — f(x,y) lebesgueintegrierbar {iber A,

(2) Die Funktion y — fAy f(z,y)dz ist lebesgueintegrierbar iber R™ und [, f(x, = Jam (fA (z,y dx) dy

(3) analog zu (1), (2): [, f( = [pn (fA (z,y dy) dx
Einfachheit bzgl. eines Faktors:

e Sei ACR" 1 xR (=R").
A heift einfach beziiglich des 1. Faktors (R"~!) 1< V 2z € R* 1 ist A, = () oder ein Intervall in R.

o Sei ACRXR"! (=R").
A heit einfach beziiglich des 2. Faktors (R"™!) 1< Vy e R"!ist A, = () oder ein Intervall in R.

A CR"! xR sei beschrénkt und abgeschlossen und einfach beziiglich des 1. Faktors. B := {z € R""!: A, # 0}

(1) Vxe€ B: A, ist ein beschrinktes und abgeschlossenes Intervall in R.



(2) VfeCAR): [, f( fB(fA xydy)dx
A C R x R"! sei beschrénkt und abgeschlossen und einfach beziiglich des 2. Faktors. B := {y € R"7': A, # (0}

(1) Vye€ B: A, ist ein beschrinktes und abgeschlossenes Intervall in R.

(2) VfeCAR): [, f( fB(fA xydx)dy
n-dim. Volumen / Lebesguemaf von A: v,(A) := [;, lade = [, 1dz, falls A quadrierbar
Quadrierbarkeit: A heift quadrierbar (gb) 1< 14 € L(R") (< 1 € L(A))
e Sei A C R™ beschrinkt. Ist A offen oder abgeschlossen = A ist gb.

Prinzip von Cavalieri:
Sei ACR" x R=R""! = {(x,2) : € R", 2 € R} beschriinkt und abgeschlossen (also gb im R"*!). Dann:

(1) V z € Rist A, beschrankt und abgeschlossen (also gb im R™)

(2) va41(A) = [ va(Az)dz
Satz von Beppo Levi:
Sei (fy) eine Folge im L(R™) mit f; < fo < f3 < ... auf R™ und ([ fydx) beschrinkt.
f:R™ — R sei definiert durch f(z) := limy_ oo fi(z).
Dann: f € L(R") und [ fdz =lim [ frdz (= [(lim fi(z)dz))

Satz von Lebesgue (Majorisierte Konvergenz): ~
Sei A C R™ und (fx) eine Folge in L(A) und (fi) konvergiere f.i. auf A punktweise gegen f: A — R

(1) Ist F € L(A) und gilt |fx| < F auf A VkeN,soist f € L(A) und [, fdz = lim [, fpdx
(2) Ist A gb und existiert ein M > 0 mit (fy) <M auf A Vk €N, soist f € L(A) und
[ fdx =1lim [, frdx

Satz von Fubini:
R =R x R™ = {(x,y) : x € R",y € R™}. Es sei f € L(R" x R™).

(1) 3 Nullmenge N C R™ : fiir jedes y € R™\N ist x — f(x,y) lebesgueintegrierbar iiber R™.

Jon [z y)dz  fallsy e R™\N
(2) Mit F(y) { falls y € N gilt:

Fe LR™) und [p,0 f(2,y)d = [en F

Substitutionsregel:

Sei U C R™ offen und beschriinkt. ¢ € C*(U,R") sei auf U injektiv und lipschitzstetig. Es sei B := U (B ist beschriinkt
und abgeschlossen) Dann lasst sich ¢ lipschitzstetig auf B fortsetzen und fiir A := ¢(B) gilt:

Jof(@)de = [5 f(¢(2)) |det¢/(2)] dzV f e C(A,R)

(A ist beschrankt und abgeschlossen, i.a. ist auf der Nullmenge OU ¢’ nicht erklért)

Polarkoordinaten (n=2)

r=|l(z,y)l| = Va2 +y* w=rcosp, y=rsing (r>0,¢cl0,2n])
D(r, ) := (rcosp,rsing), det ®'(r,p) =r

Zylinderkoordinaten (n=3)
D(r,p,2) = (recosp,rsinp, z), det @' (r,p,2) =r (r>0,0€[0,27],z € R)

Kugelkoordinaten (n=3)

r=||(z,y,2)|| = (@2 4+ 4% +22)2  x=rcospsing, y=rsingsind, z = rcosd
r>0,¢ € [0,27],9 € [0,7]

®(r, ,9) = (rcospsind, rsinpsind, rcosd), det ®(r,p,9) = —r?sind



