Analysis III - Formelsammlung

von Julian Merkert, Wintersemester 2005/06, Dr. Schmoeger

Vorbereitungen
€1 €2 €3
Kreuzprodukt von a,b € R3: a xb=det | a1 az a3
by by b3

Rotation von F = (P,Q,R) € C*(D,R3), D CR3: rot F := (%, 8%’ %) x (P,Q,R)

Divergenz von f = (f1,..., fn) € C1(D,R"), D C R™: divf := 37& STJZ + ...+ %
Familie (Menge) von Funktionen f: A - R:F

e Punktweise Beschranktheit: Ve € AJc=c(z) >0:|f(z)|<cV feF

o Gleichmifige Beschrinkheit: 3y >0: |f(z)|<~yVaxe€ AV feF

o Gleichstetigkeit: Ve >035=409(c) >0:|f(x) — f(y)|<eVz,y€ Amit |t —y| <dund f € F.
Satz von Arzela-Ascoli:

A sei beschrinkt und abgeschlossen, F punktweise beschrankt und gleichstetig auf A, (f,) eine Folge in F. Dann
enhalt (f,) eine Teilfolge, welche auf A gleichméRig konvergiert.

Integralsatz von Gaul: [, div f(z,y) d(z,y) = fv(u dy — v dz)
o bzw. [pus(z,y) dz,y) = [ u(z,y) dy
e R:[0,27] — (0,00) stetig und stiickw. db, (zg,yo) € R? fest
o (1) == (o + R() - cos(), yo + R(t) -sin(t)) (€ [0, 27])
o B:={(zo+r-cos(t),yo+r-sin(t)): t€[0,2n], 0<r < R(t)}, 0B =T,
e D CR? offen, D 2O B und f(u,v) € C'(D,R?)

Integralsatz von Stokes: /

rotF~n~dU:/ F(z,y,z2)-d(z,y, 2)
[ Doy

Ober flacchenint. Wegint.
o e C2(D,R%), G C R offen, S = ®(B), SC G, BCR, 9B =T,
« F=(F,Fy, Fy) € CY(G,R?)
o [(F-n-do:= [ F(®(u,v)) N(u,v) d(u,v): Oberflichenintegral fiir F : S — R? stetig
o [ofdo:= [, f(®(u,v))|IN(u,v)|| d(u,v) fiir f:S — R stetig

e N(ug,vg) := Dy (ug,v9) X ®y(uo, vo): Normalenvektor

Integralsatz von GauR im R®: [\, div F(x,y,2) d(z,y,2) = [,, F-n-do
e V C R3: Normalbereich bzgl. aller drei Achsen

- Vi={(z,y,2) eR?: (z,y) € B, ¢~ (z,y) <z < ¢ (x,y) }: Normalbereich bzgl. der z-Achse
— ¢ 9t €CHD,R), ¢~ <" auf B

e G CR3offen, VC G und F € CY(G,R?)

No(u,v) := ®F (u,v) x ®F(u,v) auf ®T(B), T (u, v, o (u,v)): dukere Normale
Ny (u,v) := — (@, (u,v) x D, (u,v)) auf &~ (B), ~ (u,v, ¢ (u,v)): dulsere Normale

Jo F g -do = [ F(®(t,2)) - No(t,z) d(t,2)

o B:={(t,z):t€[0,2n], o~ (7(t)) <z < T (v(t))}



Differentialgleichungen allgemein

Gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung: F(z,y, v/, ...,y™) =0
enpeN DCRXxRP x..xRPund F: D — RP eine Funktion
n+1 Faktoren
Losung einer gewShnlichen DGL: Funktion y : I — RP mit...
(i) y auf I n-mal db
(i) Vael:(zy),y(x),. .y () eD
(iii) Yo el:F(z,y(x),y(z),...y"(x)) =0

Explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung: y™ = f(z,y,7/, ...,y 1)
enpeENDCRXRPx..xRPund f: D — RP
—_———
n Faktoren

Losung einer expliziten DGL: y : I — RY mit...

(i) y auf I n-mal db

(i) Vael: (z,y@),y (@), ..y V(z)eD

(iii) Vaxel:y™(z)=f(z,y(x),...,y" (x))

y™ = f(z,y,y, ...,y D)

Anfangswertproblem: Gleichungssystem
& P By { y(x0) = 50,9 (x0) = Y1, -, ¥V (w0) = Yn—1

hd (IanOJJla "'7yn—1) € D feSt

Losung des AWP: y : [ — RP mit: y ist Losung der expliziten DGL und y9)(z¢) =y; (j=1,...,n — 1)

Eindeutige Ldsbarkeit :< das AWP hat eine Losung und fiir je zwei Losungen y; : 1 — R, yo : Io — R gilt:
y1 =y auf Iy NIy (Iy, Is: Intervalle in R)

Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Lineare DGL 1. Ordnung: ' = a(x) - y + s(z) mit a,s : I — R stetig

¥ = al@) -y + (@)
o AWP { y(o) = vo

e Falls s = 0 = DGL homogen, andernfalls inhomogen

Sitze zu Differentialgleichungen 1. Ordnung:
(i) y ist eine Losung von (H) ¢ = a(x) -y auf J C I Intervall :&& Jc € R : y(z) = ¢ eA®
— A(z) ist Stammfunktion von a, existiert nach Analysis I

(ii) Fir zp € I und yo € R hat das homogene AWP auf I genau eine Losung

(iii) Das inhomogene AWP ist auf I eindeutig l6sbar, die Losung ist y = yp + ys

Losungsverfahren fiir Differentialgleichungen 1. Ordnung:
1. Lésung der homogenen Gleichung (H) 3’ = a(z)-y: 3c€R:yy(z) = c-eA®

(A(z): Stammfunktion von a(x))
2. Spezielle Losung der inhomogenen GL (IH) v’ = a(x) - y + s(x): Variation der Konstanten

e Ansatz: y,(z) = c(z) - eA®)



e Einsetzen und Umformen ergibt GL der Form ¢/(z) = e=4(®) . 5(2)

e Integration von c'(x) liefert y,(z)
3. Losung der DGL: y = yp, + ys

4. Das AWP ist eindeutig losbar, die Losung erhélt man durch Einsetzen der Randbedingungen.

Differentialgleichungen mit getrennten Verdnderlichen

DGL mit getrennten Verdnderlichen: y' = g(y) - f(z) mit f: T — Rund g: J — R stetig
[ .
y(zo) = yo
o [ J:Intervallein R, xp € I, yg € J

e Satz: Das AWP ist eindeutig 16sbar, die Losung erhélt man durch Auflésen der Gleichung fyz(w) % = f;o ft) dt

Lésungsverfahren fiir DGLn mit getrennten Verédnderlichen: Trennung der Veridnderlichen (TDV):

1. Schreibe die DGL in der Form % = f(z)-g(y)

2. TDV: 4 = f(2) dv = [ S5 = [ f(x) de+c

3. Losung der DGL durch Auflésen nach y = y(z, ¢), zur Losung des AWP ¢ der Bedingung y(z() = yo anpassen.

Einige Typen von Differentialgleichungen 1. Ordnung
v =r(%)

e Setze u := ¥, dies fiihrt auf eine DGL mit getrennten Verénderlichen fiir w.

Bernoullische DGL: ' = p(z) -y + q(z) - y* = 0, p, q stetig und 0 # o« # 1

e Dividiere durch y® und setze u := y'~¢. Dies fiihrt auf eine lineare DGL fiir w.

Riccatische DGL: i/ + g(x) -y + h(z) - y* = k(z), g, h, k stetig

1
Y=y

2. Es gilt dann: 2’ = (g(x) + 2 - y1 - h(z)) - 2 + h(z), lineare DGL fiir z (¥)

1. Sei y; eine bekannte Losung der DGL. Setze z :=

3. Allgemeine Losung: y(z) = y1(z) + %x), wobei z die allgemeine Losung von (*) durchlduft.

Exakte Differentialgleichungen

Exaktheit der DGL P(x,y) dz + Q(z,y) dy = 0: (P, Q) besitzt auf D eine Stammfunktion
e P.QeC(D,R), DCR?

Satz: y ist eine Losung der Gleichung P(x,y) do + Q(z,y) dy =0:<= FceR: F(z,y(z))=cVael

e ] C R Intervall, y : I — R differenzierbar, (z,y(z)) € D V x € I, die Gleichung ist auf D exakt und F' sei eine
Stammfunktion von (P, Q) auf D



Losungsverfahren fiir exakte Differentialgleichungen:

1. Untersuche DGL auf Exaktheit: falls P, = Q,, das Gebiet sternférmig und P,Q € C! ist, existiert die Stamm-
funktion und die DGL ist exakt

2. Bestimmte Stammfunktion F(P,Q) mit F, = P, F, = Q

3. Es gilt: y(x) ist Losung der DGL & Jc e R: F(x,y(x)) = ¢V z € I. Auflosen nach y(z) liefert die Losung.

Multiplikator einer ex. DGL: p € C(D,R) und p(z,y) # 0V (z,y) € D mit (uP)dz + (pQ)dy = 0 ist auf D exakt
e kann nicht exakte DGLs exakt machen
e Falls D sternférmig, P,Q € C*(D,R): u Multiplikator :& (uP), = (uQ), auf D

e Hingt f:= L (P, — Q,) nur von z ab, so ist pu(x) := el /#) 4= ein Multiplikator

= Q=

Héingt f := 5(Py — Q) nur von y ab, so ist u(y) := el f®) v ein Multiplikator

e Losung: Suche Stammfunktion der neuen Gleichung und rechne wie oben, die Losungen beider Gleichungen
stimmen iiberein

Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis

Norm || - || eines Vektorraums X: Abbildung X — R mit
() [|z]| >0V ze X, ||z]|=0=2=0
(ii) [[az|| = ol [|lz]|Va e KV 2z e X

(iti) [« + yl| < |[z]| + [lyl| A-Ungleichung

Konvergenz einer Folge (z,): 3z € X : ||z, —z|]| =2 0 (n = o0)
Eigenschaften einer Menge A C X:

o A heiflt konvex :& aus z,y € A und ¢ € [0, 1] folgt stets z +t(y —xz) € A

A heifst beschrénkt < F¢>0: ||z]|<cVzed

A heifit abgeschlossen :< der Grenzwert jeder konvergenten Folge aus A gehort zu A

A heifft kompakt < jede Folge in A enthilt eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert zu A gehort

() heifst Cauchyfolge :& Ve >03IngeN: ||z, —an| <eVn,m>ng

Kontrahierend: T: A - Dmit 3 Le€[0,1]:|[Te—Ty||<L-|lz—y||Vz,y€ A
Banach-Raum / vollstindiger Raum: X’: X’ normierter Raum mit: jede Cauchyfolge in X ist konvergent
Operator auf A C X: Abbildung T: A — X

e Schreibweise: Tx statt T'(x)

e Fixpunkt: 2* € A mit Tz* = z*

Stetigkeit von T in z: fiir jede Folge (x,,) in A mit =, — z¢ : T, — Tz

-~ Ve>030>0: ||[Te—Txol| <eVaeUs(zg)NA

Stetigkeit von T auf A: T ist stetig in jedem x € A

T heift kontrahierend :< 3 L € [0,1]:||[Tz—Ty||<L-||lz—y||Vz,ye A



Fixpunktsatz von Banach: X sei ein Banach-Raum, A C X sei abgeschlossen, T': A — D sei kontrahierend und es
sei T(A) C A. Dann hat T genau einen Fixpunkt z* € A. Sei xg € A beliebig und z,; := Tx, (n > 0). Dann:

(i) z, e AVneN
(i) x, — z*

(iil) ||zn — 2*|| < %Hxl —zo|| ¥ n € Ny (z,, heifit Folge der sukzessiven Approximation)

Fixpunktsatz von Schauder: X sei ein normierter Raum, A C X sei konvex und kompakt und 7' : A — X sei stetig
und 7T'(A) C A. Dann hat T einen Fixpunkt.

Der Existenzsatz von Peano

Integralgleichung: y(z) = yo + ffa flt,y@t) dt (zel)

y/ = f(l',y)
* AWP { y(0) = yo

e DCR? f:D—R, (z9,90) € D, I CR Intervall

Satz:

yl = f(x,y)

(i) y ist die Losung einer Integralgleichung auf I < y ist eine Losung des Anfangswertproblems { y(zo) = y
0)=%Yo

(if) Ist T : C(I) — C(I) definiert durch (Ty)(x) := yo + f;o f(t,y(t)) dt, so gilt: y ist eine Losung des obigen
Anfangswertproblems < Tu = u

r_
Existenzsatz von Peano I: Das AWP { z(;)fixz;y) mit f € C(S,R) beschrinkt hat eine Losung auf I = [a,b] C R
0) = %o

e S =IXxR, zg€l, yp eR

r_
Existenzsatz von Peano II: Das AWP { z(;)fﬁméy) mit f € C(R,R) hat eine Losung auf J := IN[xo— 37, To+37)
0) = Yo

e I =[a,b]CR, zp€l, yo €R, s>0
o Ri=1x[yo—s,y0+s], M :=max{|f(z,y)| : (x,y) € R}
r_
Existenzsatz von Peano III: Es ex. § > 0: das AWP { !Z(x_)fﬁxg;y) mit f € C(D,R) hat eine Losung y : K — R
0) = Yo
e D C R? offen, (z0,v0) € D, K = [z — J, 70 + ]

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof

Lipschitzbedingung beziiglich y auf D CR?: 3~y >0: |f(z,y) — f(@,9)| <7 |ly = 7| V (2,9), (x,5) € D

r_
Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f I: Das AWP hat { z(;)fix?;y) mit der Funktion
0) = Yo

f € C(S,R) die auf S einer Lipschitzbedingung bzgl. y geniigt hat auf I = [a, ] genau eine Losung, gegen die die
Folge der sukzessiven Approximationen (z,) konvergiert.

e g€l yoeR, S:=TxR
e zg € C(I) beliebig und z,41(x) := yo + f;; ft,zn(t)) dt, (z €1I),also zp41 =Tz

/!
Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f II: Das AWP { Z<;)f£$’yy) mit der Funktion f €
0) = Yo
C(R,R) die auf R einer Lipschitzbedingung beziiglich y geniigt hat auf J := I N [zg — 57, z0 + 7] genau eine Losung.

Iterative Ermittlung der Losung wie bei Picard-Lindelof 1.



o I=[a,b)CR, 20€l, yo R, s>0

o R:=1x[yo—s,y0+ s und f € C(R,R)

o M :=max{|f(z,y)|: (z,y) € R}
Lokale Lipschitzbedingung bzgl y: V (29,70) € D C R? offen 3 Umgebung U von (xg,%) mit: U C D und f
geniigt auf U einer LB bzgl. y
Satz: f partiell db nach y auf D und f,, € C(D,R) = f geniigt auf D einer lokalen LB bzgl. y

r_
Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f III: Das AWP { z(;) (_xz;y) mit einer Funktion
0) = Yo
f € C(D,R) die auf D einer lokalen LB bzgl. y geniigt ist eindeutig losbar

e D C R? offen, (z0,y0) € D

Matrizenwertige Funktionen

Vektorraum aller (m x m)-Matrizen: M,,,, m € N
o dimM,,, = m?
e a®): k-te Spalte von A € Ml,,,, A = (a,a®,...,al"™)

e ReA=1(A+4), ImA=L(A-A)

Eigenwert von A: A € Kmit: 32 €K™, 2 #0: Az = Az (a: Eigenvektor zum Eigenwert \)

Charakteristisches Polynom von A: p(\) := det(A — AE) (E: Einheitsmatrix)

e Algebraische Vielfachheit des EWs )\ € K : ¢ mit g ist g-fache Nullstelle von p

an(z) ... aen(x)
Matrixwertige Funktion: A(z) = (a;x(x)) =

am1() o Qmn(T)

Exponentialfunktion: e? := 3> A% (4 e M,,)

n=0 n!

e 0 =F, eA=e¢
o Falls AB=BA = eATB — A . eB =B .4
° (eA)flzefA

e Fiir A € M,,, ®(z) :=e" (z € R) ist ® auf R db und ®'(z) = A- e =e?4. A

Existenz- und Eindeutigkeitssétze fiir Systeme 1. Ordnung

yll = fl(xvyh 7ym)

y/2 = f2($7 Yiy-eey ym)
System von DGLn 1. Ordnung: .

y;n = fm(xayla 5ym)
e DCR™1 (z0,y90) €D, 20 €R, yo €R™, f=(f1,..., fm) : D — R™ eine Funktion

!
e Setze y = (Y1, ..., Ym), das AWP sei (A) { z(&"_)fﬁx?;y)
0) =%

e Peano und Picard-Lindelof gelten entsprechend wie im Eindimensionalen



Lineare Systeme

Y1 = a1 (@)y1 + ... + a1, (2) Y + b1(2)
Lineares System: DGL-System :

y;n = aml(‘r)yl + ...+ amm(‘r)ym + bm(‘r)
e meN, I CRIntervall, zg € I, yo € R™, D :=1 xR™, ajk,b; : I = R stetig

Lineares System (Kurzschreibweise): (S) v’ = A(z)y + b(x)
b A(.’L‘) = (ajk(w))’ b(.’l?) = (bl(x), "',bm(‘r)), Y= (ylv 7ym)

y' = A(z)y + b(z)

*© AWP (4) { y(0) = v0

Satz: (A) hat genau eine Losung, (S) hat eine Losung auf 1
Lésung von (S): y: I - R™:& Fy, : I — R™ mit yy, 16st (H) v/ = A(x)y auf T und y = yp, + ys

e y,: spezielle Losung von (S) auf I.

L:={y:I—>R™:ylost (H) auf I}
Lésungssystem von (H): y(, ... y(™ ¢ L
Lésungsmatrix von (H): Y () := (y((z),...,y"™ (2)) € M,
Satz:
(i) Y(z) =A(z) Y(x)Vael
(i) {Yc:ceR™}CL

Wronskideterminante: W(x) :=detY(x) (z € 1)

o W(x)=W() el Srur AW dby o c 1 (ceT)

Fundamentalsystem von (H): y(!)(z), ...,y (z) € L linear unabhingig
e Dann heift ¥ Fundamentalmatrix
oy . y(™ ist ein FS von (H) :< Y (x) ist invertierbar Vo € I < W(z) #0Vaz €< W(E) #0fiirein £ € T
e Y FM von (H) und Z : I — M, Funktion. Z FM von (H) & 3 C € M,, : C ist invertierbar, C = C und
Z(z)=Y(x)CVaxel

Spezielle Lésung von (IH) y' = A(x)y + b(x): ys(x) := Y (x) f (Y(x))—l b(z) dz
o bzw. ys(z) = S5, ( et dx) y®) (z)

o Wi(z) :=det (yV(z),...,y* " V(2),b(z), y* V) (z),...,y™(z))

Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Lineares System mit konstanten Koeffizienten: (S) v/ = Ay + b(z) mit A = (aji) € M, aj; € C konstant und
b: I — C™ stetig

y' = Ay + b(x)
y(xo0) = Yo

e JCR, zg€l, yoe C™

o AWP (A) {



Satz:
(i) (A) hat auf I genau eine Losung
(i) e ist eine FM von (H) ¢/ = Ay

Losungsverfahren fiir lineare Systeme mit konstanten Koeflizienten (einfache Eigenwerte):
1. Bestimme die Eigenwerte Ag, ..., A, (char. Polynom det(A — AE) Null setzen)

2. Berechne die zu den Eigenwerten \; gehdrenden Eigenvektoren ) € Kern(A—\; ;E), d.h. 16se das Gleichungs-
system (A—M\E)-z=0 (j=1.. m)

3. Es sei yU)(x) := e**cl), Dann ist y), ..., 4™ ein komplexes Fundamentalsystem von (H).
4. Rey®, .., Rey® Imy@®, .. Im y® yEHD 40m) ist reelles Fundamentalsystem von (H) falls A reell, wobei
yM, ..., y(l) die komplexen Eigenwerte und 32+ ... 4(™) die reellen sind
Losungsverfahren fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten:

1. Bestimme Aq, ..., \p paarw. verschiedene Eigenwerte von A und g, ..., qx deren Vielfachheiten (char. Polynom
det(A — AE) Null setzen)

2. Fiir jeden Eigenwert A mit Vielfachheit q:

e Berechne zugehérigen Eigenraum: ¢V, ... c¢®) Lu. € Kern(A — \E)?

o y)(z) == (W) + 2(A — AE)c) + (A — AE)2eD) 4 .. + Sy 11).(A —AE)?T ) j = 1. sind lu.
L('jsungen von (H)
3. Rey®, . Rey® ImyW, ... Im y®, yCHD 407 ist reelles Fundamentalsystem von (H) falls A reell, wobei
y(l), e Y (l) die komplexen Eigenwerte und y2*1 ... 4™ die reellen sind
Spezielle Losung von (IH) y' = Ay + b(x):
1. Ansatz: ys(z) = c1(2)y™M(z) + ... + e (2)y™(2)  (y™, ..,y FS von (H))

2. Einsetzen in (IH)

Lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung

Lineare DGL m-ter Ordnung: 4™ + a,,_1(z)y™ Y + ... 4+ a1 (2)y + ao(z)y = b(x)
® 4, A1, -+ Am—1, be O(Ia R)7 1 c R

Lineare DGL m-ter Ordnung (Kurzschreibweise): Ly = b(x)
o Ly:=y" a1 (x)y™ Y + ... +ai(zx)y + ao(x)

e Gleichung homogen < b =0

Ly = b(x)
AWP:
* { y(20) = yo, ¥ (20) = Yo, -, ¥V (20) = Ym—1

Losungsverfahren fiir DGLn m-ter Ordnung:

1. Bestimme Losung §: I — R von (H) Ly =0

2. Bestimme spezielle Losung y, der Gleichung Ly = b: ys := > 1 i [ Vv[f,’“(f)) dx

y1(x) Ym(z)
yi() Yom ()

e Wronski-Determinante: W(z) := | . :
" @) e @)



e y,..,ym EL={y: I = R: ylost (H) auf I} Fundamentalsystem, also l.u.
e Wy(x): die Determinante, die aus W (z) entsteht indem man in W (z) die k-te Spalte durch (0, ...,0,b(z))”

ersetzt
Reduktionsverfahren nach d’Alembert (m = 2):

1. yp sei Losung von (*) y” 4+ a1(z)y’ + ag(x)y =0, y1(x) A0V ax el

2. z sei Losung von 2’ = — (al(a:) + 2;/17((;))) vz, 2#£0

3. y2(2) =ya(2) - [ 2(2) da

4. y1,yo ist ein FS von (*)

Lineare DGL m-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten: Ly := y(™) + a,,_1y™ ' + ...+ a1y + apy = b(x)
® ap,ay,...,am—1 €C

Ly = b(x)

_ hat auf I genau eine Losun
y(x0) = 0,5 (20) = Y1, -, ¥V (20) = Y1 8 &

e Satz: Das AWP {

e Charakteristisches Polynom von (H) Ly = 0: p(\) := A™ + a1 A™ L+ ..+ a1\ + ag

—zB.a"+2y" +y=0=p(\) = A3 +2)\2 + 1 (y geht in 1 iiber!)

Losungsverfahren fiir lineare DGLn m-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

1. Ao sei eine g-fache Nullstelle von p. Dann sind e*® zero? ... 297 1ero® Lu, Losungen von (H) = (komplexes)
Fundamentalsystem von (H) durch Anwendung auf alle Nullstellen von p

2. Falls A komplex: nur eine Losung bestimmen (nicht auch die der konjugiert komplexen) und anschliefend in
Real- und Imaginarteil aufspalten

3. Bestimme spezielle Losung ys von (IH) Ly = b(z):
o ys(x) = 2% [(Ag + A1z + ... + Ana™) cos(B - ) + (By + Bix + ... + Bpaz™) sin(8 - )]

e a,f€R, n,qe€ Ny, bvon der Form b(z) = (bg + iz + ... + bpz™)e®® cos(f - x) oder b(z) = ...sin(B - )

e « + if8 g-fache Nullstelle von p ist Voraussetzung (aber ,0-fache Nullstelle“ ; € C auch erlaubt, d.h. wenn
p(p) # 0)

Die Euler’sche Differentialgleichung

Eulersche DGL: zy(™) + a,,, _12™ '™~V + . + ayzy + agy = b()

® ag,...,m_1 €R

Losungsverfahren fiir Euler’sche Differentialgleichungen:
1. Substituiere z = e und setze u(t) := y(e') = y(z)
2. = ul™ 4 b, u™D 4 b+ bou = b(e?) lineare DGL mit konstanten Koeffizienten, wie oben ldsbar

3. Setze in die allg. Losung dieser Gleichung ¢t = logx

Nicht fortsetzbare Lésungen

!/ .
Anfangswertproblem (A) { y =fly) f:DoR
y(zo) = yo

Menge aller Losungen von (A): L4



Fortsetzung von u € L4) : v € L(4) mit [, C I, und u = v auf I,

e [,: Definitionsintervall von y € L4

Nicht Fortsetzbarkeit von v € L4 ¢ aus y € L(4) und v Fortsetzung von y folgt I, = I,

Satz: Sei u € L4). Dann existiert ein v € L(4) : v ist eine nicht fortsetzbare Fortsetzung von u (,Maximale Fortset-

zung®)

Satz: Sei D offen, f € C(D,R), f sei auf D partiell db nach y und f, € C(D,R). Dann hat (A) eine eindeutig
bestimmte nicht fortsetzbare Losung y : (w_,ws) — R

Minimal- und Maximall6sung

Maximallésung von (A): y* € L4) mit y <y* auf I, N [,- Vy € L
Minimallésung von (A): y, € L) mit y >y, auf I, NI, Vy € L a
Losungstrichter von (A): T := {(z,y) e R? : z € [,y.(z) <y < y*(x)}
Existenzsitze:
(i) Das AWP (A) hat eine Maximallosung y* : I — R und eine Minimallésung y, : I — R

(ii) Sei (o,7) € T. Dann existiert eine Losung v : I — R von (A) auf I mit v(o) = 7.

Ober- und Unterfunktion

Unterfunktion beziiglich (A): v: I — R db mit v'(z) < f(z,v(z)) V € T und v(zg) < yo
Oberfunktion beziiglich (A): w: I — R db mit w'(z) > f(z,w(z)) Vx € I und v(zg) > yo

Satz: v sei eine Unterfunktion bzgl. (A), w sei eine Oberfunktion bzgl. (A) und y sei eine Lésung des AWPs (A) auf
I. Dann: v < y < w auf Ij.

Stetige Abhéngigkeit

Stetige Abhingigkeit: Sei (f,) eine Folge in C(D,R), (z,) eine Folge in I, (1,) eine Folge in R und M > 0. Es
gelte:

(@) |[fo(z,y)| <M, [na| <MV neNV(z,y) € D
(b) (fn) konvergiere auf R :=1 x [—(b—a+ 1)M, (b — a + 1)M] gleichméRig gegen f

r_
(¢) Zu jedem n € N sei y,, : I — R eine Losung des AWPs { Z(UC_ )fn_(f?v Y) . Dann:

(1) (yn) enthélt eine auf (I) glm. konvergente TF (y,,,) und fiir y(x) := limg_ o0 Y, () gilt: ¥'(z) = f(z, y(z))

(2) Gilt 2, = « (x € I) und n — yo und hat (A) auf I genau eine Losung y : I — R, so konvergiert (y,,) auf I glm.
gegen y

Zwei Eindeutigkeitssétze

Satz von Nagumo: i
Es gelte | f(z,y) — f(z,9)] < dv=dl oy (x,y), (z,9) € D mit x # xo. Dann hat (A) hochstens eine Losung auf 1.

lz—xo]|
Satz von Osgood:
Es sei ¢ : (0,00) — R stetig und > 0 auf (0,00),ty > 1 und das eigentliche Integral fot(’ % sei divergent. Weiter gelte:
lf(z,y) — flz,9)| < e(ly—9]) V (z,v), (x,§) € D mit y # §. Dann hat (A) auf I héchstens eine Losung.
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Randwertprobleme

ary(a) + azy’(a) = va, B1y(b) + B2y’ (b) =
e D g RQa I= [avb} QR, O‘lyo‘Qa/BhBZafyaafyb eR

" /
Randwertproblem: { v’ =f@9.y) mit f:IxD—R

tx—1)falls0<t<z<1

Green’sche Funktion: G : [0,1] x [0,1] = R mit G(z,t) := { 2(t— D) falls 0< z <t <1

.« . y” = f(x? y)
Dirichlet-Randwertproblem: (R
> ®{ Yo Lo =0

o (Ty)(x):= fy Gla,t) f(t.y(t)) dt
e Satz: y l6st (R) auf [0,1] : & Ty =y

Satz von Lettenmeyer: f :[0,1] x R — R stetig, L > 0, |f(z,y) — f(z,9)| < Lly—g| ¥V (z,y), (z,7) € [0,1] x R. Ist
L < 72, so hat (R) auf [0, 1] genau eine Losung.

Satz von Scorza-Dragoni: I = [a,b] CR, D :=1 xR, f € C(D,R) sei auf D beschrinkt. Dann hat das RWP
y' = f(z,y) o T

{ y(a) = y(b) = 0 eine Losung auf 1.

e Satz: A >0, 0< B<n? feC(0,1] x R,R) und es gelte |f(z,y)] < A+ Bly|. Dann hat das Dirichlet-RWP
(R) eine Losung auf [0, 1]
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