Funktionentheorie I - Formelsammlung
von Julian Merkert, Skript Dr. Herzog

Komplexe Zahlen

R? = {(x,y) : z,y € R}: Vektorraum der Dimension 2 iiber R
Koérper C der komplexen Zahlen: (R?, +,-) mit...

(i) Addition: (z,y) + (Z,9) = (x + T,y + 7)

(ii) Skalare Multiplikation: A(x,y) = (Az, \y)

(iii) Neu: Multiplikation: (x,y) - (Z,9) := (& — yg, 2§ + Ty)

Imaginire Einheit: (0,1) =: i, i = —1
C:={z+iy:z,yecR}
o = =: Re z: Realteil von z € C

e y =:Im z: Imaginérteil von z € C

Konjugiert komplexe Zahl: z := x — iy
Betrag von z € C: |z| := /22 4 2
(i) |2/ >0, |2|=0:=2=0
(i) A-z]=1A-]2] (AeR,zeC)
(iii) |21 + 22| < |z1] + |22| A-Ungleichung

Rechenregeln:
0) 22 = |of?
(ii) 21 22 =%1-%2, 21 + 22 =71 + %2
(iii) zeR:e2=7%
Polarkoordinaten von z = x + iy: z = r(cos¢ + isin ) = |z|(cos ¢ + isin p)

e  heifit ein Argument von z, ¢ = argz

e € (—m, | mit z = |z|(cos ¢ + isin @) heifit Hauptwert des Arguments, ¢ = Arg z

Formel von de Moivre: Fiir z = r(cos ¢ + isin ) gilt: 2% = r¥(cos(ky) + isin(ky))

Topologische Begriffe

Konvergenz eine Folge (z,) in Cgegen z € C: Ve >03ng: Vn>ng: |z, — 2/ <e
e & (Re z,) und (Im z,,) sind konvergent in R mit lim,,_,- Re z,, = Re z und lim,, oo Im 2,, = Im 2

o & (z,) ist Cauchyfolge bzw. (Re z,) und (Im z,,) sind Cauchyfolgen

Cauchyfolge: Ve >03ngeN:la, —an| <eVn,m>ng
Offene Kreissscheibe um zg mit Radius r: K(zg,7r) :={z € C: |z — 2| <r}
Offenheit von M C C: zu jedem z € M 3 r > 0 mit K(z,7r) C M

e o M=MeOMNM=10



Abgeschlossenheit von M C C: C\M ist offen
e &5 M=M<«0OMCM < (2, Folgein M, 2z, > 2= 2€M

e () und C sind offen und abgeschlossen

Inneres M von M C C: Vereinigung aller offenen Teilmengen von M

Abschluss M von M C C: Durchschnitt aller abgeschlossenen Obermengen von M
Rand von M C C: M := M\M

Beschrianktheit von M C C: es existiert ein > 0 mit M C K(0,r)

Kompaktheit von M C C: jede Uberdeckung von M durch offene Mengen O; (d.h. M C Ujes O;) besitzt eine
endliche Teiliiberdeckung O, , ..., 0;, (d.h. M C UJ;_, O;,)

e & M ist abgeschlossen und beschréinkt

e & jede Folge in M hat eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M

M C C zusammenhingend (zsh): es gibt keine zwei abgeschlossenen Mengen A;, Ay mit...
(i) M=(MnNA)U(MnA;g)
(i) MNA #0, MNAy #0
(iii) MNA; NAy =10
M C C wegzusammenhingend: zu je zwei Punkten 21,29 € M gibt es eine stetige Funktion ~ : [0,1] — M mit
7(0) = 21 und (1) = 2o
Metrik d: Abbildung d : X x X — R mit... (z,y,2z € X, X Menge)
(i) d(z,y) 20, d(z,y) =0=z=y
(i) d(z,y) = d(y,z)
(iii) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

Metrischer Raum: (X, d)
e Konvergenz einer Folge (z,) in X: Ve >03nyVn>ng:da,,z)<e
e Vollsténdigkeit eines Metrischen Raums &": Jede Cauchyfolge in X konvergiert
e Stetigkeit von f in xg (Rdume (X,d1), (V,d2)): Ve>035>0Vax e M :di(z,z0) < = dao(f(2), f(x0)) <&

Reihe: >°°7 | a,, mit (a,) € C Folge

n=1
Absolute Konvergenz: Konvergenz von Y~ o |a,|
(i) Sind >0 a, und Y2 b, (absolut) konvergent, so auch Y2 Aa, (A € C) und Y2 (a, + b,) und es gilt:
— Y oA =AY an
= Yoneolan +bn) =300 an + 300 bn
(ii) >0, ay, absolut konvergent = >  a, konvergent und | Y07 ja,| < 307 |ay]
(iii) Sind > ;a, und Y ° b, absolut konvergent, so ist Y- (>"p_, arbn—r) absolut konvergent mit Wert

(Xm0 an) - (3onro bn)
Cauchy-Kriterium: (a,) ist konvergent :< (a,) ist eine CF

Quotientenkriterium: Sei (a,) eine Folge in R und a,, # 0 flan € N. o, = % ffa n € N. Es sei «,, beschrinkt,
0 :=liminf(a,,) und « := limsup |ay, |

(1) Ist B>1= >, a, divergiert
(2) Ist a <1= 37 a, konvergiert absolut

(3) Ist « = 8 =1, so ist keine allgemeine Aussage moglich.



Wurzelkriterium: Sei (a,,) eine Folge und o = limsup {/|a,| (oo = oo ist zugelassen).
(1) Ist a < 1= Y7 a, konvergiert absolut
(2) Ist @ > 1= > a, divergiert

(3) Ist a =1, so ist keine allgemeine Aussage moglich

Majorantenkriterium: Gilt |a,| < b, ffa n € Nund ist > -, b, konv. = >~ | a,, konvergiert absolut
Minorantenkriterium: Gilt a,, > b, >0 ffan € Nund ist Y > | b, divergent = >~ | a,, ist divergent.

Dirichlet’sches Kriterium: ZZOZO anby, mit a, € C,b, > 0 konvergiert, falls M > 0 existiert mit \ZZ:O an| <M
und (b,,) eine fallende Nullfolge ist. In diesem Fall gilt | Z;‘;nﬂ arbr| < 2Mby, 41

Die Riemann’sche Zahlenkugel

Vollebene: C = C U {cc}
Riemann’sche Zahlenkugel: S = {(21,22,23) € R® : af + 23 + (z3 — 1)2 = 1}

e Abbildung der Gauf’schen Ebene (= C) per stereographischer Projektion

2
e Abbildungsvorschrift: g(z) := (1}}_7};‘2, 11f|122|2’ 1_“_2“z‘2>
o Geometrische Eigenschaften der stereographischen Projektion:
— Kreise auf S werden auf Kreise oder Geraden in C abgebildet.
— Die Bilder von z und f% sind Antipoden auf S

|z—w|

Chordaler Abstand von z und w: x(z,w) = ||g(z) — g(w)||rz = /e

Funktionen und Stetigkeit in C

Funktionen f: D — C
e (Re f)(2) == Re f(2)
o (Im f)(2) == Im f(2)
o I171() = I£(2)]

Stetigkeit in zp: Ve >030>0:]|f(2) — f(20)| <eV z € Us(z2oND)
e & Re f und Im f sind in 2 stetig

e & fiir jede Folge (z,,) in D mit z, — 20 : f(2n) — f(20)

Komplex differenzierbare Funktionen

f(z)=f(z0) _. f'(20)

Komplexe Differenzierbarkeit von f: D — Cin zp: 3 lim,_,,, poen

e f=wu+ivmitu,v:D — R ist komplex differenzierbar in zg :< w, v sind in zg = (xg,yo) reell differenzierbar
und die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen gelten in zg = (x¢,yo)

Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen: u, = v,, uy, = —v,
Ableitung: f'(z0) = u(20) + 1vz(20) = vy(20) — ituy(20)
Holomorphie in D C C: f ist in jedem zg € D komplex differenzierbar

H(D):={f:D — C: f ist holomorph in D}



Ableitungsregeln:
(i) (f +9)"(20) = f'(20) + ¢'(20)

(i) (f-9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20)

(i) (5)/(2,0) I’ (Za)g((zgzzoj)c)(jo)g (z0)

(iv) (g0 f)'(20) = ¢'(f(20)) f'(20)

Potenzreihen
Potenzreihe: > 7 (a,(z — 29)" (a, € C)

Konvergenzradius: R :=

- r
limsup,, _, o V/|an|

Satz von Cauchy-Hadamard: Fiir |z — 29| < R ist die Potenzreihe konvergent und fiir |z — 29| > R divergent.
Weiter konvergiert sie gleichméifig auf jedem Kreis K (zg,r) mit 0 < r < R.

Satz: Sei f(2) = > o jan(z — 29)" eine Potenzreihe mit R > 0. Dann ist f € H(K (zo,r)) mit
f'(z) = >0 nay(z — z9)"*. Diese Potenzreihe hat ebenfalls den Konvergenzradius R.

Satz von Abel: Es sei f(z) := > o7 a,2", a, € Rund a, \, 0(n — 0o). Dann konvergiert die Potenzreihe fiir alle
zmit |z| <1,z # 1.

Stammfunktionen

Stammfunktion von f: D — C: jede Funktion F € H(D) mit F'(z) = f(z) (z € D)
Gebiet: offene und zusammenhingende Teilmenge von C
Satz: Ist G C C ein Gebiet und f € H(G) mit f'(z) =0V z € G, so ist f konstant

Satz: Es sei f(2) = Y77 gan(z — 20)" eine Potenzreihe mit R > 0. Dann ist F(2) = Y07 ;2 (z — 29)"*" eine
Stammfunktion von f

Die Funktionen e*, logz, 29

n

Exponentialfunktion: e* :=exp(z) = > 02 %

n=0 n!
(i) exp(z) € H(C) und exp’(z) = >.°, % =exp(z) VzeC

(ii) [e*] = e
(iif) e
)

)

% = cos z + isin z

(iv) e* #0
(v) exp besitzt die Periode 27i

Additionstheorem: e*1t% = ¢# . %

(i)™ _
n!

ez=x+iy => eF=¢€"-e¥=¢") " = e®(cosy + isiny)
Cosinus: cos z := £ (e’ + e7'%)

o Scosz=1 0 (—1)"Ey

Sinus: sin z := - (e — e7'%)

. 2n+1
o &sinz = fo:o(—l)"m



Cosinus-Hyperbolicus: cosh z := J(e* + e7?)

Sinus-Hyperbolicus: sinh z := £ (e* — e™%)

sin z

Tangens: tan z :=
cos z

Logarithmus von w € C: jedes z € C mit e* = w

e Schreibweise: log : C\(—00,0] — C

° log/z:%

e cf=we JkeZ:z= loglw| +i-Argw+ 2kmi
——

reeller Log.

Potenz einer komplexen Zahl: a? := e?log@

Mobiustransformationen

Moébiustransformation: 7 : C — C, a,b,¢,d € C definiert durch...

aztb ZE(C\{—Q,

cz+d c
(i) falls c#0: T(z) :=< o0 7= _%
e Z =00

(i) falls c=0: T'(2) := {

8
w

|
8

M :={T : T Mobiustransformation}

e Satz: Die Mobiustransformationen bilden beziiglich Komposition eine (nicht abelsche) Gruppe

Spezialfidlle von Mobiustransformationen:

e Drehstreckung: T'(z) = az (a # 0)

Translation: T(z) =z +a

[ ]
0=

Inversion: T'(z) =

Satz: jede Mobiustransformation 1asst sich als Produkt der Spezialfille darstellen.

Verallgemeinerter Kreis in C: Kreis oder Gerade in C
o — Kreis auf S

e Satz: Jedes T' € M bildet verallgemeinerte Kreis auf verallgemeinerte Kreise ab.

21—z
= (r1—23)(22—24)

Doppelverhéltnis von z1, 22, 23,24 € C: DV (21, 29, 23,24) 1= 2% = CEAICED)
=

e Sind drei der Variablen zy, ..., z4 verschieden, so ist das Doppelverhéltnis eine Mobiustranformation beziiglich
der vierten.

. (z=z3)(22—24)

e Mobiustransformation: T'(z) := CEEAICTEY)

Satz: Sind 23, 23, 24 € C verschieden, so existiert genau ein 7 € M mit T'(z2) = 1, T(z3) = 0, T(24) = 00
Spiegelpunkt von z an Kreis oder Gerade K: z* = T~1(T(z))
o Es gilt: (2*)* =2

e Spiegelpunkte sind invariant unter Mobiustransformationen



Das Wegintegral

Weg: stetige Abbildung v : [o, 5] — C
o y_(t) :=~(1—1) falls v: [0,1] — C ssd
Triger eines Wegs v: v* := v|a, ]
Geschlossenheit eines Weges v: v(«a) = v(3)
Stiickweise stetig differenzierbar (ssd): a =t) <t1 < .. <t =08, Vy_ 1) € Ct
Wegintegral von f iiber ~y ssd: fw f(2) dz := ff F(v@®) -+ () dt
Liinge eines Wegs : =/ b [/ (t)] dt

Satz: | [ f(2) dz| < [|flloo - L(y) mit [|floc = max.c,

(2)]

Satz: Es sei v : [a, 8] — C ssd, f: v* — C stetig, Q := C\y* und g : Q — C definiert durch g(z) := fv e d§ Dann
gilt: Ist K (zo,7) C §, so ist g auf K(zp,r) als Potenzreihe mit KR > r darstellbar. Insbesondere also g € H(Q).

e Insbesondere gilt: g™ (z) = n! fv % d¢

Zusammenhangskomponente von  := C\y*: 2, := {w € Q : Es existiert ein Weg in w der z und w verbindet}

Umlaufzahl: ind,(z) == ;& [ &

2mi Jy £—z

(i) ind,(Q) CZ
(ii) ind,(2z) = 0 auf der unbeschrénkten Zusammenhangskomponente von €2

(iii) ind, ist auf jeder Zusammenhangskomponente von 2 konstant

Der lokale Cauchy’sche Integralsatz

Satz: Sei Q) C C offen, F € H(2), F' stetig in Q und v : [, ] — C ssd und geschlossen. Dann ist f,y F'(z) dz = 0.

Cauchy’scher Integralsatz fiir Dreiecke (Lemma von Goursat): Sei A A(a, b, c) ein Dreieck in der offenen
Menge Q CC, pe Q, f:Q — C stetig und f € H(Q\ {p}). Dann gilt: [, f(z) dz=0.

o [on fl(z dz:f[mb] z dz—i—f[lw} z dz—l—f[cja] z) dz (A = Ala, b, c))

Cauchy’scher Integralsatz fiir konvexe Mengen: Sei 2 C C offen und konvex, p € Q, f : Q — C stetig,
f € HQ\ {p}). Dann existiert ein F € H(?) mit F’'(z) = f(z), insbesondere ist f,y f(z) dz = 0 fir jeden ssd
geschlossenen Weg in 2.

C ffen und konvex, f € H(Q) und ~ ein ssd
f E) df

Cauchy’sche Integralformel fiir konvexe Mengen: Sel Q C
geschlossener Weg in Q. Dann gilt fiir 2 € Q\v*: f(2) - ind,(2) = 5=

Satz: Sei Q C C offen und f € H(Q). Ist K(z, R) C Q, so ist f auf K(zg, R) durch eine Potenzreihe mit KR > R
darstellbar.

Korollar: Ist f € H(Q), so ist f' € H(Q)

Satz von Morera (Umkehrung des Cauchy’schen Integralsatzes): Sei Q C C offen, f : Q@ — Cstetigund [\ f(z) dz =
0 fiir jedes Dreieck A C Q. Dann ist f € H(Q).

Eigenschaften holomorpher Funktionen

Satz: Sei Q C C ein Gebiet, f € H(Q) und Z(f) := {a € Q:0= f(a)}. Dann ist entweder Z(f) = Q oder Z(f) hat
keinen Haufungspunkt in 2. Dann gilt: zu jedem a € Z(f) existiert genau ein m = m(a) € N so dass ein g € H(Q2)
existiert mit g(a) # 0 und f(z) = (z —a)"g(z)



e 1y Hiaufungspunkt: 3 Folge (z,,) mit x,, —

e m heifst die Ordnung der Nullstelle a von f

Identititssatz: Ist  C C ein Gebiet, f,g € H(Q2) und hat {z € Q: f(2) = g(2)} einen Haufungspunkt in Q so gilt
f=g

Isolierte Singularitét von f im Punkt a € Q C C offen 1< f € H(Q\ {a})
Hebbare Singularitit von f: f kann zu einer holomorphen Funktion auf ) fortgesetzt werden

Riemann’scher Hebbarkeitssatz: Sei @ C C offen, a € Q, f € H(Q\{a}) und es existiert ein r > 0 mit: f ist
beschrankt auf K(a,r)\ {a}. Dann ist a eine hebbare Singularitét.

Klassifikation isolierter Singularitéten: Sei Q C C offen, a € Q, f € H(Q\ {a}). Dann liegt genau einer der drei
folgenden Fille vor:

(i) f hat in a eine hebbare Singularitit

(ii) a Pol der Ordnung m: Es gibt c1, ..., ¢,y € C, m € Nmit ¢,y # 0, s0 dass f(2) — 4L crzmayr (2 € Q\ {a})
in a eine hebbare Singularitét hat. Dann: |f(z)| — oo (# — a)

(iii) a wesentliche Singularitét: Ist K (a,r) C Q, so ist f(K(a,r)\ {a}) dicht in C (Satz von Casorati-Weierstraf)

Cauchy’sche Integralformel fiir Ableitungen: Sei Q C C offen und konvex, f € H(Q) und ~ ein ssd geschlossener
Weg in Q. Dann gilt ¥V n € Ng: f((z)-ind,(2) = 2 fv & ae (z € Q\v")

2mi Jy (€=2)"F1

Cauchy’sche Ungleichungen: Sei f € H(K(z, R)) und |f(2)| < M (z € K(zo, R)). Dann gilt: | f("™(2)| < "I'zj,\f
Ganzheit einer Funktion f: f ist auf C holomorph
Satz von Liouville: Ist f € H(C) beschrankt, so ist f konstant

Hauptsatz der Algebra: Sei n € N und p(z) = 2" + a,_12" "' + ... + a12 + ao, ag,a1,...,a,—1 € C. Dann hat p
genau n Nullstellen 21, ...z, in C und es gilt: p(z) = (2 — 21) - ... - (2 — 2p)

Satz von der Gebietstreue: Sei 2 C C ein Gebiet und f € H(Q). Dann ist entweder f(£2) ein Gebiet oder f ist
konstant

Maximumprinzip: Sei Q C C ein Gebiet und f € H(Q). Hat |f| in  ein lokales Maximum, so ist f konstant
Minimumprinzip: Ist f(z) # 0 (z € Q) und hat |f| ein lokales Minimum in €2, so ist f konstant

Korollar: Ist Q C C ein beschriinktes Gebiet und f : © — C stetig und holomorph in €. Dann gilt: max, g |f(z)| =
max:eon | f(2)]

Schwarz’sches Lemma: Sei f € H(K(0,1)), f(0) =0, |f(z)| <1 (z € K(0,1)). Dann gilt:
(i) f(z)] < lz] (z € K(0,1)) und [f/(0)] <1
(ii) |f(2)| = |2| fiir ein z € K(0,1)\ {0} g.d.w. f(2) = ¢z mit |¢| = 1

(i) [f'(0)] =1 g.d.w. f(2) = ¢z mit |¢| = 1

Das lokale Abbildungsverhalten

Satz: Sei Q C C offen, ¢ € H(2), 2o € Q und ¢'(29) # 0. Dann existiert eine offene Menge V' C Q mit zp € V, so
dass gilt:

(i) ¢ ist injektiv auf V/
(if) W := (V) ist offen

(iii) ¥ : W — V definiert durch ¥(p(z)) = z (Umkehrfunktion von |y ist aus H(W) und ¥/(z) = LP'(‘I}(Z))



Schlichtheit von f: f € H(Q injektiv auf Q C C Gebiet

Satz: Sei Q C C ein Gebiet, f € H(Q2) nicht konstant und zp € Q sei eine Nullstelle m-ter Ordnung von f(z) — f(z0).
Dann existiert eine offene Menge U C Q mit zy € U und eine Kreisscheibe K(0,7) und eine holomorphe Funktion
g: U — K(0,r) mit:

(i) f(2) = f(20) + (9(2))" (z € U)
(ii) g: U — K(0,r) ist bijektiv

(iii) Fiir jedes w € f(U), w # f(20) gibt es genau m Urbilder 21, ..., 2, € U

Folgen holomorpher Funktionen

Kompakte Konvergenz von (f,) Folge in H(Q2), Q C C offen gegen f : Q — C: zu jeder kompakten Teilmenge K
von {2 und jedem e > 0 existiert ein ng = ng(K,¢) mit: |f,(2) — f(2)| <e (z € K,n > ng)

Konvergenzsatz von Weierstrafy: Es sei 2 C C offen, (f,) Folge in H(Q2) und (f,) konvergiere kompakt gegen
f:Q — C. Dann gilt: f € H(Q) und (f}) konvergiert kompakt gegen f’.

Der globale Cauchy’sche Integralsatz

Kette: T := @72 @ ... ® v, mit [,, f(z) dz := ?Zlf,yjf z) dz
® Y1, ..,7Vn: ssd Wege
o M :=~yU~ysU..U~: =T"
o Zwei Ketten I'1,T's sind gleich wenn I'y = T3 und [ f(z) dz = [ f(z) d2 V¥ f € C(T'],C)

o I'_: ersetze jedes v; durch ;- = [ f(z) dz = _fr ) dz

Kette in Q: Kette in Q C C offen und M C )
Zykel: Kette I' mit Darstellung I' =y, @ 2 @ ... ® vy, so dass alle ; geschlossen sind
Umlaufzahl eines Zykels I fir o ¢ I'* : indr(«

e = indp(e) =37, ind, (a)

_271'2 Fz «a

Addition von Ketten: ' =11 'y = fF ) dz = fr ) dz + fF ) dz

Cauchy’scher Integralsatz: Sei ) C C offen, f € H(Q) und T ein Zykel in 2 mit indr(a) =0 (o € C\Q). Dann
gilt:

(i) f(2)-indr(z) = 55 I gy (z€ O\I*) und [, f(z) dz=0

27 JI w—=z

(i) Sind 'y, T2 Zykel in Q mit indr, ()indr, (a) (o € C\Q), so gilt: [i. f(z) dz = [}, f(2) dz

Bestimmung der Umlaufzahl: v zerlege einen positiv orientierten Kreis in zwei Gebiete K; und K,. Dann gilt:
ind, (%) =ind,(z.) +1 (2 € K;, 2 € K;)




Einfach zusammenhingende Gebiete

Homotopie von vp,7; : [0,1] — C in A C C: 3 stetige Funktion H : [0,1]?> — C mit...
(i) H([0,1]*) c A
(ii) H(s,0) =70(s), H(s,1) =m(s), H(0,t) = H(L,t) (t,s¢€[0,1])

Nullhomotopie von 7 in A: v und 7; homotop in A und ~; konstant
Q C C einfach zusammenhingend: Q2 C C Gebiet und jeder geschlossene Weg in (2 ist nullhomotop in 2
Satz:

(i) Es seien 7,71 : [0,1] — C ssd geschlossene Wege, o € C und |y1(s) — vo(s)| < | — y0(s)| (s € [0,1]). Dann gilt
ind,, (@) = ind,, (a)

(ii) Sei @ C C ein Gebiet und vy, : [0,1] — C ssd geschlossene Wege und homotop in Q. Dann gilt ind,, (o) =
ind,,(a) (o € C\Q)

(iii) Ist 2 C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, so gilt fiir jeden geschlossenen ssd Weg v in : ind, (o) =
0 (€ C\Q2)

Satz: Sei 2 C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet. Dann gilt fiir jedes f € H(Q2) und jeden ssd geschlossenen
Weg v in 2:

() [, f(z) dz =0

(i) indy(2) - P (2) = £ [ L8 de (2 € O\, k € No)

27 (E—z)k+1

Der Residuensatz

Meromorphie von f auf Q C C offen: 3 Menge A C Q mit...
(i) A hat keinen Haufungspunkt in
(i) f € H(Q\4)
(iii) jedes a € A ist ein Pol von f

Hauptteil von f ina € A: Q(z) = ,:11 cp(z —a)7F

Residuum von f in a € A: Res (f,a) := 1

e Fiir Zykel gilt: 5= [ Q(2) dz = 5 [ <%= dz = Res (Q, a) - indr(a)

2me z—a

Residuensatz: Sei 2 C C offen, f meromorph auf 2 und A die Menge der Pole von f. Ist " ein Zykel in Q\ A mit
indp (@) =0 (o € C\Q), so gilt: 3= [ f(2) dz =Y, 4 Res (f,a) - indr(a)

21

Sei Q C C ein Gebiet, «y ein ssd geschlossener Weg in Q, ind,(a) =0 (a € C\Q) und ind,(«) € {0,1} (a € Q\v*). Sei
Q== {z € Q:ind,(z) = 1}. Fiir jedes f € H(Q) sei Ny die Anzahl der Nullstellen von f in €; einschlieflich ihrer
Vielfachheit.

(i) Argumentprinzip: Ist f € H(2) und 0 ¢ f(v*), so gilt Ny = 7= f7 j;((zz)) dz

(ii) Satz von Rouché: Sind f,g € H(Q?) und ist |f(z) — g(2)| < |f(2)| (z € v*), so gilt Ny = Ny.

Berechnung uneigentlicher Integrale: Es sei R(z) = % eine rationale Funktion mit grad @ > grad P + 2 und

Q(z) #0 (z € R). Dann gilt: [*°_ R(z) do =2mi )y, Res (R, Z)

z:Im z>0



Laurent-Reihen
Ringgebiet: K(zp,r,R) ={z € C:r < |z — 2| < R}

Entwicklungssatz von Laurent: Sei 0 < r < R und f € H(K(z,r, R)). Dann ist f eindeutig in eine Lauren-
treihe f(z) = S20° _ an(z — 2)" entwickelbar, wobei 32°° a,,(z — 20)" auf K (20, R) und 32,1 a,(z — 2)" auf
{#z 1|z — 20| > r} kompakt. konvergieren.

e Dabei gilt: a,, = 5= f,y (L dé (n €7, y(t) = 0™ + 2y (t €[0,27]),7 < 0 < R)

ot Jy (€=20)7F1
® 2 ist hebbare Singularitit < a, =0 (n < —1)
e 2 ist Pol m-ter Ordnung < a_,, # 0 und a, =0 (n < —m)
o 2 ist wesentliche Singularitit < {n € Z : n < 0,a,, # 0} ist endlich
e Hauptteil von f: Z;i_oo an(z — 20)"
e Res (f,2z0) =a-1

Residuensatz fiir Laurent-Reihen: Sei Q C C offen, A C ), A hat keinen Haufungspunkt in Q und f € H(Q\A).
Ist T ein Zykel in Q\A mit indr(a) =0 (o € C\Q), so gilt: 5= [ f(z) dz =, 4 Res (f,a) - indr(a)

2mi

Eine Anwendung des Schwarz’schen Lemmas

Blaschkefaktor: Mébiustransformation ¢4(2) := == (a € C, |a| < 1)

z

Automorphismen des Einheitskreises: Es sei f € H(K(0,1)), f(K(0,1)) = K(0,1) und f injektiv. Es sei a das
Urbild der 0, d.h. f(a) = 0. Dann existiert ein ¢ mit |c| = 1, so dass f(z) = cp.(2) gilt.

Harmonische Funktionen

Laplace-Operator: Au := Uz, + Uyy
u : 2 — R harmonisch: Q C C offen, u zweimal stetig db mit Au =0

Konjugiert harmonische Funktion: v : @ — R mit f(2) = u(z) + iv(z) holomorph auf Q C C Gebiet

Poisson’sche Integralformeln fiir f(z) = u(z) +iv(2): f : K(0,1) — C stetig, f € H(K(0,1)), 2 = re®, r €
[0,1), ¢ €]0,27]:

. 2 i —r2
(i) u(z) = 5z [y w(e”) rmgreosoy U
.. 27 i rsin(p—
(i) v(2) = 2% fo " w(e") ity dt

- 1 27 etz it
Satz: Sei h : 0K(0,1) — R stetig und f : K(0,1) — C definiert durch f(z) = { I?Lﬂ- {0 ez M) dt IZ} <1 .
z Zl =

Dann ist f € H(K(0,1)) und Re f auf K(0,1) stetig.

10



