Lineare Algebra II - Formelsammlung
von Julian Merkert, Sommersemester 2005, Dr. Drumm
V sei ein K-Vektorraum, & eine lineare Abbildung bzw. Endomorphismus von V.
Eigenwert ¢ von ®: Jv#£0: ®(v) = cv
Eigenraum zum EW c: E. = Kern (® — ¢ - id)
Charakteristisches Polynom: p = det(A — X E,,)
e Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
® diagonalisierbar

e & Es existiert eine Basis aus Eigenvektoren von @

(= Die Abbildungsmatrix hat Diagonalgestalt, auf der Diagonalen stehen die Eigenwerte von @)
e & V ist direkte Summe der Eigenrdume von ®
e < Die Summe der Dimensionen der Eigenrdume von & ergibt n
Cayley-Hamilton: Fiir das charakteristische Polynom p von @ gilt: p(®) =0
Minimalpolynom: Normiertes Polynom m vom kleinsten Grad, das m(®) = 0 erfiillt.
Hauptraum zum Eigenwert ¢: H. = Kern (® — ¢ - id)"

e c sei r-facher Eigenwert bzw. r-fache Nullstelle des char. Polynoms von ® sowie s-fache Nullstelle des Minimal-
polynoms

o s heifst der Index von H,

e s ist auferdem die kleinste Zahl, fiir die gilt: Kern (® — ¢ - id)* = Kern (® — ¢ - id)**!
Jordan’sche Normalform A:

e Char. Polynom zerféllt in Linearfaktoren = A existiert

o ¢; r-facher Eigenwert = Jordan-Block A., der Lénge r

e In A, treten dim E,, Jordan-Késtchen auf (E.,=Eigenraum zu ¢;)

o Es existiert mindestens ein Késtchen der Maximallange s;.

o A B € K™ sind genau dann dhnlich, wenn sie die selbe Jordan’sche Normalform besitzen.
Jordan-Basis: Fiir jeden Eigenwert c folgende Schritte ausfiihren:

1. Alle Rdume Kern (® — ¢ id)®,x = 1..r bis zum Hauptraum H. bestimmen.

2. Wihle z; € Kern (® — ¢ -id)"\Kern (® — ¢ - id)"~*

3. Berechne x5 := (® — c-id) - 71 € Kern (® — ¢ id)" " *\Kern (® — ¢ - id)" 2
3= (®—c-id) 29 = (® —c-id)? 21 € Kern (® — c-id)""?\Kern (® — c-id)" =3

bis z; € Kern (® — ¢-id) = E,

4. Falls es noch weitere Vektoren aufer z; gibt, die in U, \U,_; (oder untergeordneten Rdumen) liegen, nochmal
zuriick zu 2. springen. Am Schluss erfiillt S := (x1]xs]...) die Bedingung A = S~'AS. Die erzeugenden Vektoren
eines Jordan-Kistchens der Linge L starten bei Punkt (2.) mit einem Vektor aus Kern (® — ¢ - id)%\Kern (® —
c-id)l=1



Euklidischer Vektorraum
(=Vektorraum mit Skalarprodukt)

Skalarprodukt (-,-): Vz,y,z€V, a,beR:
1. Symmetrie: (x,y) = (y,x)
2. Bilinearitét: (ax + by, z) = a{(z,z) + b(y, 2)

3. Positive Definitheit: (z,z) >0V z #0

Norm: ||z|| := /(z, )
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: | (z,y) | <||z|| - ||y||

Satz von Pythagoras: 1y < ||z +y||* = ||z||* + |||

Unitdrer Vektorraum
(=Vektorraum mit hermitescher Form)

Hermitesche Form (-,-): Vz,y,2€V, a,b€ C:
1. Hermite-Eigenschaft: (z,y) = (y, z)

2. Bilinearitéit im 1. Argument:
(ax +by,z) = a(z,2) +b(y, 2)

w

. Positive Definitheit: (x,z) >0V x #0

=

(z,ay +bz) =a (z,y) + b(z, 2)

Parallelogrammidentitét: ||z + y||? + ||z — y||? = 2||z||* + 2||y||?

e Eine Norm wird genau dann von einem Skalarprodukt erzeugt, wenn die Parallelogrammidentitét erfillt ist.

(z,y)

Winkel: cosw =
M [T-TTyll

A € R™" symmetrisch: AT = A
e = A diagonalisierbar

e = Kigenvektoren von A zu unterschiedlichen Eigen-
werten sind orthogonal (bzgl. Standart-SKP)

A e R™" A symmetrisch, heifit positiv definit
e & VieR" mit##0:2T42>0
o & alle Eigenwerte von A sind positiv

e & alle Hauptunterdeterminanten von A sind positiv
(+,-) ist genau dann ein Skalarprodukt, wenn eine sym-
metrische, positiv definite Matrix A € R™"*" existiert mit

(v,y) =2TAgV 2,y eV

Orthogonalitéit: (z,y) =0

Orthogonales Komplement: W' :={z c V|Vyec A: (z,

A € C™"™*" hermitesch: AT =4
e = A diagonalisierbar und alle Eigenwerte von A reell

e = Kigenvektoren von A zu unterschiedlichen Eigen-
werten sind orthogonal (bzgl. Standart-SKP)

A € C"*" A hermitesch, heifit positiv definit

e & VieC mit##0:2T42>0

(+,-) ist genau dann ein Skalarprodukt, wenn eine her-
mitesche, positiv definite Matrix A € C"*" existiert mit
(v,y) =2TAgV 2,y €V

y) =0}

e U C V endlicher Untervektorraum = V =U @ U+, (UYLt =U

Orthonormalbasis (ONB):
e BCV ONB &
.0¢B
. xlyVa,y € Bmit x#y (Orthogonalsystem)

1
2
3. ||z|] =1V x € B (Orthonormalsystem)
4. B Basis von V (ONB)

e B= ((El, ,xn) ONB < <£Ci,$j> = (51-]-

e Jeder endlichdimensionale euklidische Vektorraum V besitzt eine ONB.



e Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt:

1. Bestimme eine Basis B’ = (z1, ..., 2,) von V
2. Basisvektor e;: y1 :=x1 = e := myl
3. Basisvektor ea: yo 1= a2 — (x2,€1) €1 = eg:= myg
. 1
4. Basisvektor e3: y3 :=x3 — (r3,€1)e1 — (T3,e3) 2 = e3:= T Y3

5. B = (e, ...,e,) ist dann eine ONB von V.
e Ist B = (ey,...,e,) ONB eines euklidischen Vektorraums V, dann gilt V z,y € V:
—r=30 (e
— (z,y) = X0 (@) (e, y)
= [all* =220 [ ()
7 Orthogonalprojektion
e & 7 Projektion (72 =7)und V2 €V : (r(x) — 2)L7w(x)

e & 7 Projektion (72 = 7) und Kern 7 LBild =

& 7 Projektion (72 = 7) und ||7(z)|| < ||z]| V2 € V

Auf dem Untervektorraum U C V existiert genau dann eine Orthogonalprojektion, wenn V = U @ U+ gilt.

Auf einem endlichdimensionalem Untervektorraum U mit ONB B = (uq, ..., ux) existiert die Orthogonalprojek-
tion 7 und es gilt: 7(x) = Zle (x, u;) u;

Abstand von z € V zu U C V Untervektorraum: d(z,U) = ||z — m(x)||

Abstand zweier affiner Unterrdume L, = z1 + Uy, Ly = x5 + Uy mit {b1,...,b;} Basis von U; und {l;l, ...,ZN)I}

Basis von Us:
1. Fullpunkte y; € L1,y2 € Lo = y1 := 21 + Zle a;bi, yo 1= 19 + Zi:l a;b;
2. y1 — y2 berechnen
3. Koeflizienten aq, ..., ak, a1, ..., a; aus folgenden Gleichungssystemen bestimmen:
(y1 — y2,b;) =0, i = 1..k und <y1 - yg,5j> =0, 7=1.
4. Abstand von L und Lo: d(L1, L2) = ||y1 — y2l|
Hesse’sche Normalenform: L : (n,z) —b=0mit n € UL, ||n|]| =1, € R

o Abstand eines Punktes y € R: d(y, L) = | (n,y) — b



Adjungierte Abbildung &*:
(@(2),y) =(2,2"(y)) Ve eViye W

e V endlichdimensional = ®* existiert und ist eindeutig

e Ist A die Abbildungsmatrix von ® beziiglich zweier
ONBs, so ist AT die Abbildungsmatrix von ®*

(@) =@

(a®)* =a®P* VaeR
(®+ 0)*
(B0 d)*

=" + U~

= ®* o0 OF

® selbstadjungiert
e & d* =0

e & Es existiert eine ONB von V aus Eigenvektoren
von ¢

e & A symmetrisch (AT = A) beziiglich einer ONB

® antiselbstadjungiert

o &P =—-0
e & A antisymmetrisch (AT = —A) beziiglich einer
ONB
A € R"*" orthogonal: AA” = ATA=FE
® Isometrie: Vx,y €V : (®(x),®(y)) = (z,y)
o =1
o & VeV |0 =]
e & B = (x1,....,2n) ONB von V und ®(z1),..., ®(z,)

ebenfalls eine ONB von V bilden

e S PodP*=P*o0d =1id

< Abbildungsmatrix A von ® beziiglich zweier ONBs
orthogonal, also AAT = ATA=F

Normalform einer Isometrie bestimmen:

Adjungierte Abbildung o*:
(@(2),y) = (2,2"(y)) Ve eViye W

o Vendlichdimensional = ®* existiert und ist eindeutig

e Ist A die Abbildungsmatrix von ® beziiglich zweier
ONBs, so ist A' die Abbildungsmatrix von ®*

o (B%)" =
o (ab)* =ad* VaeC
o (B+ W) =+
o (B0d) =d* 00"

® selbstadjungiert
e &P =90

o & Es existiert eine ONB von V aus Eigenvektoren
von ®, und alle Eigenwerte von ® sind reell

e < A hermitesch (ZT = A) beziiglich einer ONB

® antiselbstadjungiert

e &5 O =—-0
e & A schiefhermitesch (ZT = —A) beziiglich einer
ONB
A€ Cr*n unitdr: AA =A A=E

® Isometrie: Vz,y €V : (®(x),®(y)) = (z,y)

o O =1

& VeeV:|[e@) = |

e & B = (x1,....,2n) ONB von V und ®(z,), ...,
ebenfalls eine ONB von V bilden

(zn)

o S PodP* =P o0 d =1id

< Abbildungsmatrix A von ® beziiglich zweier ONBs

1. Uberpriifen, ob Basis von V ONB ist bzw. ob Ag orthogonal ist

2. A+ AT berechnen

3. Normalform konstruieren:

e 2 p-facher Eigenwert von A + AT = +1 p-facher Eigenwert von ®

e -2 g-facher Eigenwert von A + AT = -1 g-facher Eigenwert von &

e |c| # 2 l-facher Eigenwert von A+ AT = é Drehkéstchen der Form (

mit cosw = §,sinw = /1 — (cosw)?

- —T T
unitér, also AA = A A=F
cosw —sinw
sinw cosw



Orthogonale Matrix S mit A = STAS bestimmen:
1. Eigenraum E; bzw. E_; zum Eigenwert 1 bzw. -1 finden (— Drehachse)
2. Drehebene Ei- bzw. E+; bestimmen (ausprobieren!)

3. Vektoren aus F; und Ej bzw. E_; und E+; mit Gram-Schmidt orthogonalisieren, nebeneinander geschrieben
ergeben sie die Matrix S.

A € C*"*"™ normal: AZT = ZTA

® normal: Po @* =P o0 P
e & Abbildungsmatrix A von @ ist beziiglich einer ONB normal
o & O existiert und ||®(z)|| = ||@*(2)]]
e & es existiert eine ONB von V aus Eigenvektoren von ® (nur fiir V unitér!)

e = Kern & = Kern ®&*

Fiir euklidische und unitire Vektorrdume gilt:
e x Eigenvektor von ® zum Eigenwert c < x Eigenvektor von ®* zum Eigenwert ¢
e Eigenvektoren von ® zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
A affiner Raum (nichtleere Menge, deren Elemente Punkte heiffen) beziiglich Vektorraum V, falls gilt:
1. Zu jedem P € A und jedem z € V gibt es genau ein Q € A mit P—Cj =z
2. Fiir alle P,Q, R € A gilt: P—Cj—&-@%: PR
L C A Affiner Unterraum :& I P e L:Up := {P_C)2|Q € L} ist Untervektorraum von V.
e U} ist unabhéngig von der Wahl des Punktes P € L und wird Richtungsraum genannt.

e Affine Unterrdume L; und Lo mit den Richtungsriumen U; und Us heifien parallel :< U; C U; oder U, C Us.

— — k P—
e Parameterdarstellung 1. Art: L = {X € AlOX =0Py+ >, a;iPoPi,a; € ]K}
oy k = k
e Parameterdarstellung 2. Art: L = {X e AOX =37 a;OP;,a, €K, Y 0 a; = 1}

Py, ..., P, affin unabhéngig :< PyPy, ..., Py Py linear unabhingig.

P € A Affinkombination der Punkte Py, ..., Py :
— . —
& 30 € Aund ag,...,ar € K mit Zf:o a; = 1, so dass OP = ZLO a;OP; gilt.

¢ : A — B affine Abbildung (O, O’ Urspriinge von A und B)
— _—
o & es existiert lineare Abbildung @ : V. — W mit ®(PQ) = ¢(P)p(Q)

—_— —
o= J0: VoW, weW:0p(X)=0X)+wV X €A

P

Translation: 3veV: VPeA: Pp(P)=v

Streckung mit Zentrum Z € A und Streckfaktor ce K: V P € A : m =cZP
Fixpunkt P: p(P)=P
Fixraum L: (L) =L

e & ®(U)=Uund I PeLmitpP)el



Quadrik: Punktmenge @ = {x € A|O—)>( =z, flz,x)+20(z)+c= 0} eines n-dimensionalen reellen affinen Raums
A mit symmetrischer Bilinearform §:V x V — R und Linearform & : V — R, c € R

Affine Normalformen:

1. x%+...+xf}f:ﬂ§+17...f:p%:OmithTfp

2. x%+...+ng:c§+17...f:£%:1

ot a2 — . —22=2r, mitr<np>r-—
LTyt X, =Ty — 7 =2z, D> P

Abbildungsmatrix der symmetrischen Bilinearform bestimmen, die eine Quadrik a;7% + a2x3 + agz? + ... +
bix1xo + box1x3 + bgwoxs... als quadratische Form hat:

1. Die Faktoren a; vor den Quadraten kommen auf die Diagonale
2. Der Wert %’ kommt an die Stelle der beiden zugehdrigen Indices von x, fiir 2122 also an (1,2) und (2,1)

3. Im Dreidimensionalen sieht die Matrix also folgendermafen aus:

by b
o Yok
[
2 2 U3



