Numerische Mathematik fiir das Lehramt - Formelsammlung
von Julian Merkert, Sommersemester 2006, Prof. Alefeld
Polynominterpolation

n + 1 reele Zahlen xq, ..., x, und fo,..., fn = (i, fi)
e 1; heilsen Stiitzstellen

o f; heiflen Stiitzwerte

IT,, = {p|p ist ein Polynom hochsten n-ten Grades}
Interpolation: Polynom p € II,, gesucht, fiir das p(z;) = f; gilt
Horner-Schema: p(z) = (... (((apT + ap-1) T+ apn—2) T + an-3) c+ ... +a1)  + ag
Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms
e Lagrange-Grundpolynome: Ly(z) = g o sinz—a k=0,1,...,mn
o Kigenschaften:

—Lk(x)EHn
1 5=k
Lk(%‘)%{ 0 ;#k

o (xo, fo).--(n, fr) mit g, ..., z, paarweise verschieden = es existiert genau ein Interpolationspolynom p € I,
mit folgender Darstellung;:

p@) =3 fo Lale)
k=0

Newton’sche Basis- oder Grundpolynome: 1, (z — zg), (x — zo)(z — 21), .., (x —x0)(x — 1) - .. - (T — Zp—1)
Steigung:
e 0. Ordnung: flzg] := fr

o 1. Ordnung: f[z;, z;] = f:ijv
i

= . STt 1s Thtm—1] = f[Trt 1, Thtm
e hoherer Ordnung: f [Tr, Trt1, ooy Thtme1s Thtm] = [ + ;rzk]+m[ + +m]

—~ flwo, @y, wp) = Hretl = o]
= flr1, 22, 23] = %ﬁmm
_ _ flzo,z1,@2]— flz1,22,23]
flwo, 21, w2, 23] = FEER2 T ELm
Newton’sche Interpolationsformel: p(x) = f[zo] + flzo, x1](x — zg) + ... + flxo, ooy Tp](@ — 20) - oo - (T — 2p—1)
Restglied / Fehler einer durch p angenéherten Funktion f : [a,b] — R: f(ZT) — p(T) = 7(7141-1)! cw(Z) - frHD ()
e wx)=(x—x0)(x—x1) .. - (T — )
e £=£(@) € [a, 0]
Zerlegung: A = {a = x(()A) < :E&A) < xéA) <. < xffi)}

Satz von Faber:
In jeder Folge A AM . von Zerlegungen von [a,b] gibt es eine stetige Funktion, fiir die die Folge der Interpolati-
onspolynome NICHT glm. gegen f konvergiert.



Tschebyscheff-Polynome: T, (x) = cos (n - arccos(z)) n=0,1,2,..., x € [-1,1]
e Thii(z)=2-z-T,(x) —Th—1(x), n=1,2,...

Der fithrende Koeffizient von T}, ist 271

T, ist gerade fiir gerades n, T,, ist ungerade fiir ungerades n

Ty, n > 1 hat die reellen Nullstellen z; = cos ((2]2_7711)“) i=1,2,..,n

T (x)] <1, z€[-1,1] Vn >0
Fiir n > 1 gilt: T,,(x) = +1 abwechselnd an den n + 1 Stellen x; = cos (k’r) n=0,1,...

n

® Ming o, o, e[—1,1] MaXge[—1,1] (T —2;5) - oo - (T — 2p)| = QL mit x; Nullstelle von T, (s.o0.)

Splineinterpolation
Zerlegung: A ={a =29 <21 < ..<zxy_1 <zxy =D}

Splinefunktion der Ordnung [ € N zur Zerlegung A: Funktion s € C'~1[a, b], die auf jedem Intervall [z;_q,,], j =
1,2, ..., N mit einem Polynom I-ten Grades iibereinstimmt.

e Bezeichnung: s € Sa; = {8 € C'=a, b : s\[mj_hmj] € Hl}

Maximale Intervalllinge: h,,, = max;j— 1, n—1(Tj+1 — ;)

Unendlich-Norm von u: u € Cla,b] = ||u|[so := maxye[q ) |u(2)]

1
2-Norm von u: u € Cla,b] = ||u]|2 := (f; |u(z)|? dx) :
Lineare Splines: s € Sa 1
o Ansatz: sj(z) = f; + % (x —z;) z€lzj,zi11], j=0,1,...,N;

e Zu jeder Zerlegung A von [a,b] und Werten fy, f1, ..., fn gibt es genau einen interpolierenden linearen Spline

e Fehlerabschitzung: ||s — f]]eo < % Moo - B

Kubische Splines: s € Sa 3
o =" =13 = 1s"13 =2 [(f'(@) — &'(@)) - " (@)]5=s

17113 = |Is"l13 = ||f" — s"|3, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt wird:

— Natiirliche Randbedingung: s”(a) = s”(b) =0
— Vollstandige Randbedingung: s'(a) = f/(a), s'(b) = f'(b)
— Periodische Randbedingung: f'(a) = f'(b), s'(a) = s'(b), s”(a) = s"(b)

Dann: |[s”]|2 < ||f"]2

—x 3 T—Tj— 3 €T ZTj—
Berechnung: s;(z) = %-oj,H—( 6_;1],1) ~U]-+(f(hj’) — 5 hy -O'j) (x — acjfl)—i—(f(#l) — & hy Uj,1> (xj —x)

[ hj =Tj; —Tj-1

Bestimmung der o;:

1. Natiirliche Randbedingung: g = oy =0

2(hy + ha)  ho 0 o1 9
h2 Q(hg + h3) hB

hn_2 2(hy—2+hn—1) hn—_1 : :
0 hn_1 2(hy—1+ hn) ON-1 gN-1

T —f(x; flx)—f(x;—
gj:(j.[f( +hlj)+1f( ) _ J( )h{’( 1)

= LGS ergibt die o;



2. Vollstindige Randbedingung:
2h1 0 o0
hq 2(h1 + hg) ho
hy_1 2(hy—1+hyn) hy
0 hyn 2h N ON

hjt1
go =6 [—f’(xo) n f(wl)h—lf(wo)}

gy =6- [f/(ZL’N) _ %{W}

3. Periodische Randbedingung: o9 = on

g, =6- [f(%‘u)*f(wj) _ f(mnfhj(z_,»_l)} fiir j=1,..,N—1

Q(hl + hN) hy 0...0 hn
h1 2(h1 + he)  hg
hn—2 2(hy—2+hn-1) hn-1
hN 0...0 hN_1 2(hN—1 + hN)
g; =6- [f($j+h1j);f(1j) _ f(ﬂfj)*hJ;(fﬂj—l)} fiir j=1,..,N — 1
go=6- [f(mh—lf(zo) _ f(rm;{v(zw_l)}

Numerische Integration (Quadratur)
Newton-Cotes (Ndherungs-)Formel: f: flo)dx = > g wi - flag)

e Gewichte der Quadraturformel: wy = f: Ly (z) dx

e Nur fiir gleichabstindige Punkte
e Fehlerabschitzung: E,(f) = f: flz)dx = > _wk - flzk)
— Falls f (n+ 1)-mal stetig db = [E,(f)| < {2t [ |14 (2)] dx
—Iy(x)=(z—z0)(z—21) oo - (T —p)
— Myq1 = maxeepap |f"TV (6]
Trapezregel (n = 1): f: flx)dx~ 52 [f(a) + f(b)] =T
o Fehler: |B,(f)| < ©=2° . M,

o My = maXgela,b) f”(l‘)

Simpson-Regel (n = 2): f; f(z) dx ~ b_Ta . [f(a) +4-f (‘LT‘H’) + f(b)] =S

b—a)*
e Fehler: |E2(f)| < ( 196) - Ms

o M3 = maXgela,b fm(x)

Summierte Trapezregel: f; fla)dx =30 [0 flo)dxm 2 [f(zo) +2- flz1) +2- f(22) + oo + 2+ f(Tm1) + f(2m)]

Ti—1

(b—a)®
e Fehler: |E,(f)| < 5oz - M
o M = mane[a,b] f”(f)
o jS = Qa —|— Z M h

° h:b—a
m

90

gn

g0

ON-1

90

gN-1



Summierte Simpsonregel:

b
/ f(m)dX%g'[f(fUO)+4'f($1)+2'f($2)+4'f($3)+--~+2'f($2m72)+4'f($2m71)+f(332m)] =:Q(f)

e Fehler: |E,(f)] < 2(;8702):4 M
o If9 (@) < M
ex;=a+i-h, i=0,..,2-m

__ b—a
e h= 2:m

Bernoulli-Polynome: ¢,.(t), r = 1,2, ... mit
1. g, ist ein Polynom r-ten Grades
2. Gry1 =ar
3. g, ist ungerade (g, (t) = —g,(—t)) fiir ungerades r und gerade (¢, (t) = ¢,.(—t)) fiir gerades r
4. Ist r > 1 und ungerade, so gilt ¢.(—1) =0 bzw. ¢.(1) =0
5. qu(t) =—t
Euler-MacLaurin’sche Summenformel:

f :[a,b] = R 2k-mal stetig db, [a,b] sei in m > 1 Teilintervalle [x;_1,2;], i =1,2,....,mund 2; =a+1i-h, h = b%
zerlegt, I := f: f(z) dx, T(h) summierte Trapezregel. Dann:

I=T() =3 e [£ED(t) - f&D(a)] - (’;) S [ s w e

i=1
e t=—142(zx—m_1)

) C’r: %&1)’ 7":1,2,...,k

Restglied O(h): F(h) = O(h") & |58 < ¢ fiir h — 0+

Romberg-Verfahren / Extrapolationsverfahren

e Schema:

m | To(m) T1(m) T (m) T3(m)

1 | D) — | )= | B) = | T31)
2 | To(2) /= | Ta(2) /= | T2(2) /
4 | To(4) /= | T1(4) /~
8 | To(8) /

b—a

27”71 )

e To(m): berechnet mit summierter Trapezregel oder h,, =

Ty(m) = hyp - [f(;) + fla+hm) + fla+2hp) + o+ fla+ 27" hy,) + L0

o T, (m) = T2 T




Numerische Integration von Differentialgleichungen

Satz von Picard

y/ = f(x’y)
y(xo0) = Yo

D={(z,y) |zo<z<anm, yo—C <yo <y +C}

} Anfangswertproblem

o f(x,y) sei stetig in D

|f(9573/0)| < K fiir o <z < TN

|f(z,u) — f(z,v)| < Lju — v| fir (z,u), (z,v) €D
o« O3 K (cbon—m) _ 1)
Dann gibt es genau eine Funktion y(z) € C'[xg, 2], die dem AWP geniigt.

Picard-Iterationsverfahren: y,(x) = yo + f;o f(s,yn—1(s)) ds

r_
Einschrittverfahren fiir das AWP ¢~ fz.y) }
y(wo) = Yo

e r,=x0+n-h, n=0,1,..., N: Gitterpunkte
o h = FMIEe: Schrittweite

e Niherungswerte y,: Ynt1 = Yn + h - 0(Tp,yn;h) n=0,1,... N—1

Euler-Verfahren: y, 1 =y, + h - f(zn,yn)
Globaler Fehler: e(x,,) = e, = y(x,) — yn
Abschneidefehler: T,, = M — d(@n, y(xn); h)

Fehlerabschédtzung Einschrittverfahren: |¢(z,u; h) — ¢(z,v;h)| < Lg|lu —v|, |y — yo| < C Dann:

T
len| < — (eL“‘”"_x") - 1) ,n=0,1,.,N, T= max |T,]
L¢ 0<n<N-1
Fehlerabschidtzung Euler-Verfahren:
o T, < % ~h - My mit My = maX,e(zpg,zp ¥ (7)]

My (eL(zn=wo) _ 1) . b

Konstistenz eines Einschrittverfahrens:

e Ve>03h(e) > 0mit [T, <eVO0<h < h(e) und fir jedes Paar (z,,y(xn)), (Tnt+1,y(Tns1)) auf einer
Losungskure der DGL in D

o & o(x,y(x),0) = f(z,y(x))

Verfahren p-ter Ordnung: Einschrittverfahren mit p grofite positive Zahl, fur die |T,,| < k- h? (k > 0) gilt.
Konvergenzsatz:

e AWP geniige den Voraussetzungen des Picard’schen Satzes

e ¢ stetig in D x [0, ko] (h < hy)

o Konsistenzbedingung ¢(z,y;0) = f(x,y) erfiillt

e Lipschitzbedingung |¢(z, u; h) — ¢(x,v; h)| < Ly|u — v| auf D x [0, ho)

Dann gilt fiir die mit dem Einschrittverfahren berechneten Nidherungen an den Stellen z, = xg+n-h, n=1,2,.... N
fiir @, — = € [z, zp] wenn h — 0 und n — oo: limy, .0 yn = y(x)



Implizites Verfahren: i, 1 =y, + 2 5 [f (@0, yn) + [(Tni1, Yni1)]
o [ [7 gla) dx = B g(ans + g(a)] | < U5 - Mo, |g"] < Mo

o [To] < g5 -h*- My, [y ()| < Mj

Runge-Kutta-Verfahren: y,.1 =y, + h-{a- K1 +b- K5}
o K = f(xna yn)
.K2:f(xn+a'h7 yn‘i’ﬁhKl)

e Forderung von Konsistenz und Ordnung 2 = a+b=1, b= i, a=0

Taylorentwicklung von y(z,+1) = y(x, + h):

h? h3
Y(@n +h) = y(xn) +h- y/(xn) + ? : (xn) + o7 /N(l'n) + = (4)($n) + .

3'
Modifiziertes Euler-Verfahren: y, 1 =y, +h-f [:vn + %h, Yn + % “he f(xn, yn)]
Verbessertes Euler-Verfahren: 4, 1 =y, + 2 5 [f(@n,yn) + [(@n +h, yn+h- [(20,yn))]

Klassisches Runge-Kutta-Verfahren: y,,1 = v, + % ch-{K1+2-Ky+2 K3+ Ky}

o K1 = f(zn,yn)
e Ko=f(zn+%-h yo+ 3 -h-Ky)
e Ks=f(zn+%-h yo+ 3 h-Ky)
o Ky= f(zy+h, yo +h-Kj3)
o T, = O(h)
Normen von Vektoren und Matrizen
Norm: || ]| : R® — R mit v = (v;) € R™

(a) Definitheit: [|[v]| >0, [jv]]=0<v=0
(b) Homogenitét: ||Av]| = |A| - ||v]], A €R

(c) Dreiecksungleichung: ||u + v|| < ||u|| + ||v]]

Wichtige Normen:

e 1-Norm: [[v]|; = >0, |vi

1
2-Norm: [[v]|o = (31, [vil?) 2

[ ]
=

p-Norm: [[vll, = (327 [vil?)

oo-Norm: ||v]|eo = maxi<i<n |vi]

o Im R" sind alle Vektornormen &quivalent.

Matrix-Norm: ||4]| := SUP=£0 H\I\L:IEH

o [[A[| = maxjjp)=y [|Az|]
e Vertraglichkeitsbedingung: ||Az|| < ||A]| - ||z]|

e Einheitsmatrix: ||7]| = sup,_g ‘|‘|;\|\| =1



e Normaxiome:

= [JA]| =0, [JA]|=0& A=0

= [IAA][ = [Al-[|A]l, A e R

A+ B[ < [|A]l + || B]|

Multiplikativitdt: ||AB|| < [|A]| - || B]|, falls || - || Vektornorm zugeordnet

o Zeilensummennorm: ||Al|oc = maxi<i<p (E?Zl \aij|)

e Spaltensummennorm: ||A|[y = maxi<j<n (3 iy |as;])

Nichtlineare Gleichungssysteme

Fixpunkt-Iterationsverfahren:
o Iterationsfihige Gestalt von f(x) =0 < z = g(x)
e Verfahren: o1 := g(z0), 28! := g(2%), k=0,1,...
e a priori Fehlerabschiitzung: ||¢ — z¥|| < %Hxl — 20|

_L_

e a posteriori Fehlerabschéitzung: |[¢ — 21| < (Lo |[zF 1 —

|

Banach’scher Fixpunktsatz:
e D C R™ abgeschlossen
e g:D—R" g(D):={g(x)lre D} C D
e g sei auf D kontrahierend, d.h. ||g(z) —g(y)|| < L-|lz —y|| mit 0< L <1, z,y € D
Dann besitzt g genau einen Fixpunkt ¢ = (&) € D und z¢*+! = g(2*), k =0, 1,... konv. fiir jedes 2° € D gegen &.
Lineare Konvergenz von {z"}, limj_.o 2* = 2*: |[z""! — 2*|| < af|z¥ — 2*|| mit a < 1
Bestimmung von Nullstellen:

k+1 k_ fE")

e Newton-Verfahren: x = 2" — T

k
e Sekanten-Verfahren: z¢t! = zF — %
FESE e\

zk—1_g

o Newton-Verfahren fiir x € R™:
— k= gkt gk

Lose Newton-Verfahren (jetzt Matrizen und Vektoren!) nach z* auf mit Gauk = f/(z%) - 2¥ = — f(2%)

Berechnung: zFt1 = gk + 2*

Lokale Konvergenz:
x f: D CR" — R" D konvex
* f(xz*) =0 fir ein 2* € D
x B(x*,r)={z ||z —z*||<r}CD
x f'(z*) nicht singuldr mit || f/(z*)71|| < 3
« |If" (@) = W <7 - [lz = yl| fiie 2,y € D
Dann ist fiir alle o € B(z*,0) mit 6 = min {7", ﬁ} das Newton-Verfahren wohldefiniert und

|t — 2| < By [la® — 2P < 5 - |l2* — 27,



Reelle Zahlen, Maschinenzahlen, gerundetes Rechnen
Dezimalsystem: z = 4-(c, 10" +¢, 110" 1 +...4+¢p10°+c_1107 1 +c_510724...) = £(cpCn_1Cn_2..-Co, C_1C_2C_3...)10
e 0<¢ <9

e 1<, <9

Dualsystem / Bindirsystem: z = 4-(0,2"+b,, 12" 4. 40020 +b_1271+b 9272+ ..)) = +(bpby_1bp_2...bo, b_1b_2...)2
e b, € {O, 1}

e b, =1

Umrechnung Binirsystem < Dezimalsystem

e Nicht jeder endliche Dezimalbruch lasst sich als endlicher Bindrbruch darstellen. Jedoch lasst sich jeder endliche
Bindrbruch in einen endlichen Dezimalbruch umwandeln.

o Ganze Bindrzahl — Dezimalzahl: Horner-Schema

Qnp Gp—1 Gn—2 ay ao
Bl tla,-6 |t ]a,_p tlay-B| T lay-B
a, /P an_y /P ap /7| ay = p(B)

= p(B) = anB" + an_1" 4+ .+ a1 +aef’, BER
— Dualsystem: § =2
— Oben bei a,a,—1...a¢ die Bindrzahl reinschreiben, rechts unten kommt Dezimalzahl @ = p(2) heraus

— Beispiel:

2 26| 14|30 |62 | 124 | 248 | 498 | 998 | 1998

113|715 |31|62] 124 | 249 | 499 | 999 | 1999

e Dezimalzahl — Binérzahl

— o = z (gegeben im Dezimalsystem)
1 x ungerade
0 =z gerade

— Tpp1 = 5,k =0,1,2,... bis x4 = 0 mit ap = {

— Die ags sind die Biné&rziffern in umgekehrter Reihenfolge

Beispiel:

Tr | 1999 | 999 | 499 | 249 | 124 |62 |31 |15 |7 |3 |1

ap | 1 1 1 1 0 0 1 1 1111 < von hinten!!!




Maschinenzahlen R(¢,s): £b_1b_ob_3..b_; £ cs_1¢5-2...Co

t Kaestchen s Kaestchen

b_; € {0,1}, ¢; € {0,1}

+ (Cs—l . 25_1 —|— Cs—2 * 23_2 —|— + Cy - 21 —|— Co - 20)
Darstellung: + (O.b_lb_g...b_t)g -2 =ie Baponent
—_——

Matisse

Gleitpunktdarstellung, falls b_; = 1 normalisiert

Gleitpunktzahlensystem: Alle Gleitpunktzahlen einschliefslich 0

Rundung von z € R: o =+ (307 b_j - 27%) - 2° = 2* € R(L,s) 1 2™ = & (22:1 b, ~2_k) -2¢
e Abschneiden (chopping)

—a*=chop(z):e*=e, by =b_y firk=1,2,...,¢
falls €* > €140 = Uberlauf (Abbruch)
falls e* < ey = Unterlauf (z* := 0)

— Absoluter Fehler: |z — chop (z)] < 27t.2¢

— Relativer Fehler: W <27t.9

e Symmetrische Rundung:

— Dezimalsystem: z = 0.456782 - 10* = 2* = 0.4568 - 10*
— Binérsystem: b_(;41) € {0,1}
b,(t+1) =1=b,=0b_++1
b4y =0=0", =b_4
— Relativer Fehler:
w <27t =:eps

Dezimalsystem: 2= < 5. 10—t —: ¢ps

||

Bindrsystem:

— eps heifit Maschinengenauigkeit
—rd(z) :=(14¢) 2 mit |e| < eps

Fehlerfortpflanzung von & = (1 +¢;) -z und g = (1 +¢y) - y:

o Multiplikation: e,y = €5 + €y

»Bei der Multiplikation addieren sich die relativen Fehler*
e Division: €z =€z — &y

e Addition, Subtraktion: e54y = 1 -6 + lyfy - ey
— Ausloschung (grofer Fehler) fiir x = —y

_ _ i 9
= statt v + § — /z lieber NEER I berechnen

= statt cos(z + &) — cos(z) lieber —2sin § sin(z + ) berechnen (Additionstheoreme...)

= statt allgemein f(x + 0) — f(z) lieber f(z + ) = f(z) + f'(z) - § verwenden

Kondition: (cond f)(z) = z - f(z)

e Allgemein: (cond f)(z) = Helloo 7 leo

q12L
e Beliebige Norm: (cond f)(z) =c- %

e Die Empfindlichkeit (Kondition) einer Polynomnullstelle kann auferordentlich grof = Eigenwertberechnung nie
iiber charakteristisches Polynom, sondern anderes Verfahren.



lHza —||
TA  (l=]]

eps

inf

Kondition eines Algorithmus: (cond A)(z) =

e Grundannahme: fiir jedes x € R™(t, s) gilt: fa(x) = f(z.4) mit einem x4 € R™

Gesamtfehler: Hyﬁ‘y_lly” < (cond f)(z) [e + (cond A)(x*) - eps]
llz" ||

< <
® e =& Es€p

»

10



