Theoretische Physik C fiir das Lehramt - Formelsammlung
von Julian Merkert, Wintersemester 2006/07, Prof. Busch
Mathematik

Mathematik der Felder .
Bezeichnung: Skalares Feld ¢(7), vektorielles Feld E(7), 7= (x,y, 2)

Partielle Ableitungen: %, 8%, %, kurz: 05,0y, 0.

Oz
Nabla-Operator: V= Oy
0
82 82 82
Laplace-Operator: A = 57 + 555 + 52
o Ap =020+ 02¢ + 02¢
OE, + 02E, + 9°E,
o AE=| OB, +0.E, +0E,
O2E. + 02E. + 02F,

. . 2
e Kugelkoordinaten: AU(r,,0) = L & (r290) 4 1.0 (5ingdU) mg;{

. 0e
Gradient von ¢: Vo(7) = | 0y

0:¢
Divergenz von E: V- E(F) = 0,E, + 0,E, + 0. F,
o OyE, — 0,E,
Rotation von E: V x E(7) = | 0,E; — 0, E,
Oz Ey — 0yEy
Rechenregeln:
o VX (ﬁqﬁ) =0
o 6 . (ﬁ X E) =0
oV (%) = A¢
o Vx (ﬁxﬁ) :ﬁ(ﬁﬁ)—AE

Totale Ableitung: L ¢(7(t),t) = 0,0%L + 9yd % + 0,6% + 0,¢
Volumenintegral: I = |, d"z f(Z)
o ¥=(z1,...,ZN)

e In anderen Koordinaten: I = [, d"y |det J| f(Z(7))

8:E1 - BIN
oy1 oY1
o J— . .
oz L. oxr N
Oyn oyYyn

Linien- (Weg-)Integral: [, F d7 = f; F(Z(t)) - dﬁit) dt



Flachenintegral: [ FdA = [, dudv F(Z(u,v)) - i(u,)

OZ(u,v) 7 = OZ(u,v)

e Tangentialvektoren an Fliche: 7, = ==, ¥, = —,

e Normalenvektor 7i(u,v) = &, X &,

Integralsétze:
e Satz von Gauf: [i, d®r V.F= [ - F dA

— V: Volumen (geschlossen)

— OV zugehorige Oberfliche
e Satz von Stokes: [ (ﬁ X ﬁ) dA = ¢,  F ds
— S: Fléche (offen)
— 0S: zugehoriger Randweg
e 1. Green'scher Satz: [y, d*r [{(7)(Ag() + (VI(7)) - (Vg(7)]| = fo £(7) - Vo(7) - dA

e 2. Green’scher Satz: [i, d®r [f(F)(Ag(F)) — g(F)(Af(7)] = $, [ (F\Vg(F) — g(PV f(7)| dA

Dirac’sche §-Funktion
§-Funktion: [*_dx f(z)-d(x — z0) = f(z0)

o Jpa d®r f(7) - 6(7 = 7o) = f (7o)

S5(F — 7o) = 8(z — 20) - 8(y — o) - 6(2 — 20)

I da f(x) -8 (x — x0) = — ' (x0)

3(g(x)) = 3, t7t5y70(x — @), x; Nullstellen von g

Darstellungen (jeweils a — 0):

— do(x) = alﬂe az
= da() = 2 ot
— Ga(x) = gge7 4!
~ dal®) = aIlJrel*f
— dq(x) = #sin2§

Fourier-Transformation
Fourier-Darstellung von f(x): f(x) =

o= [ dk f(k) - et
Fourier-Transformierte von f(2): f(k) = A= [ dx f(x)- e~
Rechenregeln:

o f'(x) e ik- f(k)

o [ (x) & (k)" f(k)

o flz—wo) & et f(k)

o 0(x—x9) & \/% - gtko



Elektrodynamik

Maxwell-Gleichungen:

Kontinuititsgleichung (Ladungserhaltung): d,0(7,t) + V - j(7,t) = 0

Elektrostatik o
GauR’sches Gesetz: §,,, E dA = =¥

Elektrisches Feld: E = —ﬁqzﬁ

Poisson-Gleichung: A¢(7) = — QE(:)
Laplace-Gleichung: A¢ =0
Superpositionsprinzip: o(7) = a- 01(7) +b-02(F) = p=a-¢1 +b- ¢

Raumladungsdichte einer Punktladung am Ort #: o(F) = Q - 6(F — 7)

Elektrisches Potenzial einer Punktladung Q am Ort 7 im freien Raum: ¢(7) = %ﬁ = 47?50 G(7 )
Elektrisches Potenzial einer beliebigen Ladungsverteilung: ¢(7) = 47760 [ a3 "i(i)
Coulomb-Gesetz:
¢ B Vo= 1L
o F=gE= 4250 \;—_;P
Im Potenzialfeld gilt: W = ¢ - (¢(7) — ¢(7))
Dirichlet-Randbedingung fiir eindeutige Lésung;:
e Potenzial auf 0V gegeben
e Gp(F,™) =0 auf OV
o Allgemeine Losung: ¢(7) = g7z [i, &' Gp(F,7) - o(i") — 1= [5y ¢(7) %@

Neumann’sche Randbedingung:
e Normalenableitung von ¢ auf 0V gegeben

o JOMET) . Sdx auf OV

o Allgemeine Losung: ¢(7) = 47760 fv d3r'" G (7, 7) - o(F) + ﬁ fav %j) LGN (7)) dA' + ﬁ fav dA’ ¢(7)

Oberflichenladungsdichte: o(7) = —eo 22 an
Green’sche Funktion: AG(7,#) = —4n - 6(F — 7) + Randbedingungen
o G(F,7)=G(,T)
o AG(T, ™) = A'G(F,7) [A" = Differenziere nach 7]
|_,1_,,| + F(7,7) mit AF(F,7)=0inV & A'F(F,7)=0inV
F—T

~— fuer andere Randbed.

Lsg. fuer freien Raum

o G(F,7) =



e Green’sche Funktion = Potential einer Punktladung

Potenzielle Energie: W =

DIAED I e
Treg Duim1 Dj1 i 7 — 7]

e Punktladung: W, = ¢; - ¢(7;)

e Kontinuierliche Ladungsverteilung: W = [ d®r £ E(7) ’
L2

e Energiedichte: U(7) = £3¢ E(f’)’
Kapazitit: ¢; = E;V:1 Cijd;

o (;;: Kapazitdtsmatrix

e fir N=1: ¢q=C-¢, W C¢2 Q—é
Multipolentwicklung:

e Monopolmoment: Q = [ d®r’ o(7)

e Dipolmoment: p'= [ d3 7 - o(7)

e Quattropolmoment: Q; ; = [ d®r' [3-rir) — |7|?6;;] - o(7)

o) =g [+ EF 1 T 1621,37;7% -]
Magnetostatik L =
Statik = V-B =0, V x B = ugj
Stromdichte in der Magnetostatik: j = @ - o(7)
Vektorpotenzial und Eichfreiheit: V- B=0sB=VxA
e Eichfreiheit A: gleiches Ergebnis fiir A’(7) = A(7) + VA(7) mit V x A = 0

Coulomb-Eichung: AA = —1oj

e im freien Raum: A(7) = & 2 [dr' ik

[7— \

Gesetz von Biot-Savard: B=V x A =4 [ d?’r'wi(f‘zm

4m
Lorentz-Kraft auf Punktladung: F = Q - (7 x B) = B [ dr [ dPr j(r)X(IE )f‘f” )
iedichte i . _ Bl
Energiedichte im Magnetfeld: u(7) = o

Elektrodynamik . .
Faraday’sches Induktionsgesetz: §, 4 E dif = —0; [ B dA

Magnetischer Fluss: ¢(t) = [, B dA

Elektro-Motorische Kraft: £ = ﬁ')s E dif = )

Ampére’sches Induktionsgesetz: fas B di = 1o / j dg+c%6t fs E dA
5

=I



Skalare Wellengleichung: AU (7, t) — 507U (7, t) =0

e Losungsansatz: U(7,t) = f(F-a—c-t)

f: beliebige Funktion

e 7: Ausbreitungsrichtung

c: Ausbreitungsgeschwindigkeit der ebenen Welle

e 1 7n: Wellenfronten

Harmonische ebene Wellen: f(7,t) = eikr—wt)
e w=27f= 2%: Kreisfrequenz
e k: Wellenvektor

e \= ﬂl : Wellenlénge

Dispersionsrelation: w(k) = |k| - ¢

Phasengeschwindigkeit einer harmonischen Welle: v, =

w(ko)
ko

dw

Gruppengeschwindigkeit eines Pulses mit Trégerwelle ko: vy = 77 k—ko

e Mit Brechungsindex: v, = W
nw w

EM-Wellen sind Transversalwellen, d.h. ELE, k1B
Allgemeiner Fall der Polarisation: E(7,t) = (é1Ey + é3Es) - (1)

.é1><é2:k

FE,, E; € C: Amplituden

Ey, E5 gleiche Phase (E;, Es € R) = lineare Polarisation

F1, E5 nicht die gleiche Phase = elliptische Polarisation

|E1| = |F2] und um 90° phasenverschoben = zirkulare Polarisation
— rechts zirkular: é, 7 (é1 +1iés)
1

— links zirkular: é_ = — - (é1 —iéa)

Elektrodynamik der Kontinua

eV-D=oyp
e V-B=0
e VxE=-0B
VxH=j+08D

Konstituierende Gleichungen:

e D=¢yE+P(E,B)=co(1+x.)E
———

o P: Polarisation, oft P= €0XEE

o M: Magnetisierung, oft M = uoxmﬁ



o .: Dielektrische Suszeptibilitét

® Xm: Magnetische Suszeptibilitét

Anschlussbedingungen an der Grenzfliche zweier Medien:

1

.(527 1)'ﬁ:(3'
(By— B1)-7i=0

o ﬁX(EQ—El):O
[ ﬁx(ﬁ2*ﬁ1):}?

o: Oberflachenladung

e K: Oberflichenstrom

Relativitiatstheorie

Transformationen
Aquivalenzprinzip: In jedem Bezugssystem sind die physikalischen Gesetze (Beziehung zwischen Grofien) gleich

Galilei-Transformation: 7= 7 + ¥s - t, t =’
e Bewegte Uhren gehen gleich schnell
e Linge eines Stabes unabhingig von v

e Direkte Addition von Geschwindigkeiten

Einstein: Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ist diesselbe in allen Inertialsystemen
Lorentz-Transformation:
e Bewegung mit v, in x-Richtung:
o=y @ 4Bt
—y=y
—z=2

—ct=v-(c-t'+8-2)

v=—=
V1-p2
Allgemein:
— F:F’Jﬂﬂzl : (5~r‘”) By Boct
,]:‘/

7Ct:'-)’(ctl+,é)

mit 8 = “=: Lorentz-Faktor

> 3 1
ﬁ—%,ﬁ—wa’)’—ﬁ

Bewegte Uhren gehen langsamer, Zeitdilatation At =~ - At’ (K’: Ruhesystem der Uhr)

Bewegte Stibe sind kiirzer, Lorentz-Kontraktion [ = %l’ (K': Ruhesystem des Stabes)

’
Addition von Geschwindigkeiten: v = Yt ¢/ = U—le
1+ v'vg 7 171! Vs
c2 2

c

Relativistischer Doppler-Effekt: w =~ -w’- (1 + 8- cos6’)

— sin 6
e tanf = W
o 0=<(K,7,)

o 0 =<(K',7,)



4-Vektoren

4-Vektor: Satz von 4 physikalischen Grofien, die unter einer Lorentz-Transformation wie (ct, ) transformieren
o o' :=(a%,@) = (a% at,a? a?)

¢ := (a®, @) heift kovarianter 4-Vektor

°
SR
|

(a%, —@) heifkt kontravarianter 4-Vektor

°
S

=
Il

Ortsvektor: z# = (¢ - t, )

Skalarprodukt: a-b=a® -1 —a-b= ZZ:O a,b* =: a,b" (Einstein’sche Summenkonvention)
o sty =atg,a% = At — |z)* = e,

Differentialoperatoren:
® 0, = (%&,ﬁ) kontravariant

e OH = (%@, —6) kovariant

o Judt = L0 — A

vy =By 00
o _| =By v 00
Lorentz-Transformation: L = 0 0 10
0 0 01
o TH = Z?/{:O LN,\IA = LM,\,TA
Relativistische Elektro_’dynamik
Wellengleichungen: 0,0/ A = %% Vi
Lorentz-Eichung: 0, A" = 0 mit A" = (¢, c- 1)
0 —FE, -E, —E,
E 0 —c-B c-B
a . WY QR AV GV AM — z z )
Feldstarketensor: F' orAY — 9V A E, c¢-B. 0 B,
E, —c-By c-B, 0

Dualer Feldstiirke-Tensor: '~ = 1eiveoF, =

o W
<
|
IS

e ¢: Levi-Civita-Symbol

Inhomogene Maxwell-Gleichungen: 9, F'*" = %% Vi

Homogene Maxwell-Gleichungen: 8, F"" =0



Relativistische Kinematik
Relativistischer Impuls: p=~v-mg-v =

Energie-Impuls-Relation: E = y/m2 - c* + [p]2 - c2
4er-Impuls: p* = (%E,ﬁ)
4er-Geschwindigkeit: v* = - (¢, ¥)

4er Impuls-Geschwindigkeits-Beziehung: p* = my - v#

Impuls Photon: = £ =

c c
Lichtkegel, Kausalitét
2 = (e, 7), Tuat = £ — |72 =i 57, = P+ (1 — ta)? — |71 — P

Lichtartig: s =0, ¢ = @

Raumartig: s2, <0 [c¢? - (t; — t2)? < (1 — 22)? in 1D]

e Ereignisse lassen sich nicht durch ein Lichtsignal verbinden

e Kein kausaler Zusammenhang

Zeitartig: s35 >0 [c?- (t; —t2)? > (x1 — 22)? in 1D]
e Ereignisse lassen sich durch Lichtsignal verbinden
e Kausaler Zusammenhang moglich
Allgemeine Relativitidtstheorie
Ideen:
o trige Masse = schwere Masse
e starkes Aquivalenzprinzip:

— Forderung: Physik in ,frei fallenden“ Bezugssystem in einem Gravitationsfeld < Physik in einem Inertial-
system ohne Gravitation

— Physik in einem nicht-beschleunigten Bezugssystem mit Gravitation ¢ < Physik in einem beschleunigten
Bezugssystem mit @ = —¢
Folgen:
e Gravitation kriimmt den Raum (Lichtstrahlen)
— Gravitationspotential: ¢(7) = —G - %
— Brechungsindex: n(7) =1 — @

e Rot-Verschiebung von Licht

N _ AU
— Doppler-Shift: (Tw)Doppler ==
o Zeitdilatation durch Gravitation: @ = L;%

— Fiir statisches ¢: 5 = £2

— Uhren im starken Gravitationsfeld gehen schneller



Quantenmechanik
Schrédinger-Gleichung: ih, ¥ = HU
o« H= ——A + V(¥): Hamilton-Operator
o U(7,t): quantenmechanische Wellenfunktion
e V(7): Potential, in dem sich das Teilchen mit Masse m befindet (potentielle Energie), z.B. im elektrischen
Potential ¢(7) : V(F) = q - ¢(7)
Physikalische Grofien in der Quantenmechanik: hermitesche Operatoren
Hermitescher Operator: O = Ot
e O: hermitesch konjugierter Operator, [ d®r ¢*(OW) = [d3r (OT*)U ¥V ¥, ¢
e Kigenschaften:

— reelle Eigenwerte Op = O ¢
€R
— Eigenfunktionen ¢ bilden vollstdndiges Orthonormalsystem, also ,,Basis“

Wert <O> der physikalischen Grofe im Zustand W(7, ¢): <O>m = [, d®r U*(7,1) (OQJ(F, t)) eR

Impuls: ﬁ’: —ihV
Ort: ¥ = 7
Energie: H = —%A + V(7)
e klassische Mechanik: Hamilton-Funktion H (7, p) = % + V() — Quantenmechanik: H = —%A + V(7)
Kopenhagener Deutung:
|W(7,t)|? d*>r = Wahrscheinlichkeit dafiir, zur Zeit ¢t am Ort 7 das Teilchen in einem Volumen d®r zu finden

Normierung: [, d®r [U(7,t)]* =1
<O> ist das beziiglich ¥ gewichtete Mittel moglicher Messwerte

Mogliche Messwerte sind die reellen Eigenwerte des Hermiteschen Operators O

Wahrscheinlichkeitsdichte-Operator: | (7, t)|* = [ d3r U*(7,t) 6(F — 7p) U(7, 1)
Wahrscheinlichkeitsstromdichte-Operator: 7 (7o, t) = [ d®r W*(F,t) ;\II(F, t)
b j: ﬁ (ﬁ@w + @wﬁ)

Eigenschaften der Schrédinger-Gleichung
e Lineare Differentialgleichung = Superposition mdoglich, nicht relativistisch

e Stationire Schrodinger-Gleichung: Ho(7) = Ep(F)
Verfahren zur Bestimmung der Wellenfunktion W(7,t), falls H keine Funktion der Zeit:

1. Hp = Fy mit Ansatz 16sen — Satz von Eigenwerten {Ey, Es, ...} und Eigenfunktionen {¢1, @a,...}
2. U(r0) =3 i i(7), a;€C
— a; = [d3r @} (F) U(7,0)

3. = \I/(F, t) = Zi (a7 67%'Ei't . ‘Pz('F)
Oder: (7 t) = o(F) - e~ Bt

o Losungsansatz: p(z) = A- e + B e ™ = p(z) = A en V2 (E-V)@ 4 B e=jy2m(B-V)w



Vertauschungsrelationen, Kommutatoren, Anti-Kommutatoren
Kommutator: [4, B] = AB — BA

e Impuls und Ort: [p,, &] = %
® [fij] = _[M7[A/]
o [L,L)]=0

[L,aM] = a|L, M]
[Ly + Lo, M) = [Ly, M] + Lo, M]

o [LyLo, M) =[Ly, MLy + Ly[Ly, M]

{ﬁh [132,%]} + [ﬁz, [iail]] + {ﬁ& [ihiﬂ} =0

Anti-Kommutator: {/AL B} = AB + BA

Einfache Systeme
Freies Teilchen: i70, ¥ = YN/

2m

o Ansatz: U = A . eilki—wt)

h2k?
o = hw U= v

~~ 2m

E S~—~—
72
T

2 2
Harmonischer Oszillator: (—;—m# + %mw2x2> o= Egp

e Losung kompliziert (mit Hermite-Polynomen etc.), deshalb:
o := Hop, = Evey,
— En:h-w-(n—&—%), n € Ny
~H=h-w-(ala+3)
* 4= \/"g" T+~ m - Pz Absteiger-Operator
wal =/ 3 — i \/ﬁ - e Aufsteiger-Operator

« @ =[5 (T +a)

i)

* &Wn = \/ﬁ'QOn—ly E“PO =0

x alo, =vn+1-opi1

x [a,a'] =1

% [dm,dT] =m- am—17 [&, (a]‘)m] =m (d’f>7rz—1

v i =ata, [, = —m-a™, [, @)™ =m- @hm
Unschirferelation

. . . 2
Unschirfe einer physikalischen Grofe O im Zustand ¥(7,t): (AO?)y = [ d3r U* (O - <O>\p) v
e = () in Eigenzusténden

e Statistische Aussage, héngt vom Zustand des Systems ab

|2
Unschirferelation: (AQ?)y - (AR?)y > 1 ‘<[Q, R]>qj‘

. Ax~Ap2§”

e Statistische Aussage, Unsicherheit ist nicht in der Messung, sondern in der Vorhersage

10



Teilchen im allgemeinen elektromagnetischen Feld

N N2
Hamilton-Operator: H = ﬁ (E,V — %A) +q-9

Eich-Transformationen:
o« A A4+ Vx
e ¢ — ¢ —Ox
o U — U = ¢'7eX: angepasste Wellenfunktion

Wasserstoffatom

Schrodinger-Gleichung: [——A— v =FEV

47r£0 r

Wellengleichung: ¥(r,0,¢) = R(r) - Y (0, ¢)
3 A
e Winkelanteil / Kugelflichenfunktionen: Y; ,,, = (—1)™ - (% E;}ZB:) °. Pl‘ml - (cos ) - etm?

— [ € N: Drehimpulsquantenzahl

— —I! < m < l: magnetische Quantenzahl
= B() = (1= a7
— Pi(z) = 5t - OL(a* — 1)": Legendre-Polynom

\m\

- 0™ Py(z): Assoziierte Legendre-Polynome

— Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen:
T dg [ d6 sing |V (0,0)|2 =1
£ [2Td [T dO sind Yy, (0,6) Yim(0,6) = 0w Smm
— Beispiele:

* Yoo = 75

* Yl,O: 1/%'(3059
* Y141 = :F,/% -sinf - e

wlw

. . —I—-1)! _e
e Radialteil: R, ;(r) = (%) : nz_(i+l)! : (yznﬂ),) e Lil.tll( )
— ag = % ~ 0,529 - 10719 m: Bohr’scher Radius
— Q — nzao .r
— Lj(0) = 05L(0): Assoziierte Laguerre-Polynome
L.(0) = e?- (gr - e~ 9): Laguerre-Polynom

1
o Zusammengefasst: Uy, ; (7, 0¢) = (%) Foob L2 (o) e Yy (0, phi)

(n-ao)

Energieeigenwert: E, = — 22 n ¢ N\ {0}

n2 b
o Ry = ™% ~ 13,6056V

2h2.(4meg)? ~

Spektrallinien: AE =FE,, — E,, =h-w

11



Drehimpuls und Spin

Drehimpulsoperator: L= —]3'>< 7

.E?:—fﬂ-(.l 0y (sin 0+ 0y) + g 03) [Yip =0 1-(1+1)-Yin

sin2 6 ,

s}

Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms im Magnetfeld: H= ﬁo eB . ],

hne B~ 2m
e Aufspaltung: AE = ug-B-m

__ eh
® UB = 35,

: Bohr’sches Magneton

e

Spin-Quantenzahl: s = :I:%
Spin-Operator: definiert durch obige Eigenschaften von Drehimpuls-Operatoren

e Darstellung: S = 1. h-3 &= (62,0y,0:)

o (01 (0 —i B
9=\ 10 )%= \i o )77
v

e Eigenzustinde zu &, : +§:<1 ), v ;z(?), S'Z\I!i%::t%fL-\I/Jr

0
-1

7N
O =

) : Pauli-Spin-Matrizen
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