Analysis III - Ubersicht Differentialgleichungen

von Julian Merkert, Wintersemester 2005/06, Dr. Schmoeger

Differentialgleichungen 1. Ordnung

Systeme 1. Ordnung

Differentialgleichungen m-ter Ordnung

Allgemein: ' = f(z,vy)

Allgemein: y' = f(z,y)

o y=(y1,.,ym) und f = (f1,..., fmm)

Gewdhnliche DGL: F(z,y,y/, ny™) =0

Explizite DGL: ") = f(z,y,v/,...,y™ V)

Lineare DGL 1. Ordnung: [y’ = a(x) - y + s(x) ‘

/

e Losung von (H) oy = a(x) -y : yu(x) = c- 2@

e Spezielle Losung: Variation der Konstanten mit
Ansatz ys(z) = c(x) - @)

e Allgemeine Losung der DGL: y = yp, + ys

Lineares System: (S) ’y’ = A(z)y + b(z) ‘

o A(z) := (a;r(x)), ¥y = (Y1, Ym)

o b(x) := (b1(), -, bm(2)), Y = (Y1, s Ym)

e L:={y: 1 —R™:ylost (H) auf I}

e Fundamentalsystem von (H) v’ = A(x)y:
yD(z), ...,y (x) € L linear unabhiingig

e Spezielle Losung:
ys(2) ==Y (@) [ (Y ()™ b(w) da
Wi

ve(@) = S (Jf Sede) v (@)

W (2)

Lineare DGL m-ter Ordnung: | Ly = b(z)

o Ly :=y"™ta, 1(x)ym V4. +a;(x)y +ao(x)

e Losung von (H) Ly = 0: fiir m = 2 mir Redukti-
onsverfahren nach d’Alembert

e Spezielle Losung: ys :== > 1o, yi [ %(%) dx
Y (T) ym(x)
y1(x) Ym ()
o W(x):= :
U@ e @)

Lineares System mit konstanten Koeffizienten:
(S) |y = Ay + b(z)
e FM von (H) ¢/ = Ay : 4

e Konkret: yU)(z) := ¢*%cl) mit ) Eigenvektor
zum Eigenwert A; von A ist FS

e Spezielle Losung;:

Ansatz ys(z) = e1(x)y™ (@) + ... + em(2)y"™ (2)

Lineare DGL m-ter Ordnung mit konst. Koeff.:
o Ly =y +a, 1y™  + .+ ary +aoy
e p(\) = A" ay AT L a A+ ag

e )\ sei eine g-fache Nullstelle von p. Dann sind
et peror | pd=lero? | u. Losungen von (H)
= (komplexes) Fundamentalsystem von (H)
durch Anwendung auf alle Nullstellen von p, spe-
zielle Losung siehe Formelsammlung.




DGL mit getrennten Verdnderlichen:
v =9(y) - ()]

o Losungsverfahren: Trennung der Verdnderlichen

Eulersche DGL:

2™y a2y Y 4 agay 4 agy = b(x)

e Losung: Substituiere z = e’ und setze u(t) :=
y(e!) = y(x), dies fiihrt auf eine lineare DGL mit
konstanten Koeffizienten = u("™) +b,,,_qu(™~1 +
oo + byu’ + bou = b(et)

=0

e Setze u := ¥, dies fiihrt auf eine DGL mit ge-
trennten Verdnderlichen fiir .

Bernoullische DGL:

y' =p() y+a) 4" =0

o Dividiere durch y® und setze v := y'~®. Dies
fihrt auf eine lineare DGL fiir u.

Exakte DGL: ’P(x, y) dx + Q(x,y) dy = 0‘

e (P,@Q) muss eine Stammfunktion besitzen, nach-
priifen iiber Py, = Q,

e Losung: Stammfunktion F(P,Q) mit F, =
P, F, = (@ bestimmen und Gleichung
F(z,y(z)) = ¢ nach y(z) auflosen

Riccatische DGL:

v +g(@) -yt h(e) -y = k()

1. Sei y; eine bekannte Losung der DGL. Setze z :=
1

Y=y

2. Es gilt dann: 2/ = (g(z) + 2-y1 - h(x)) - 2 + h(x),
lineare DGL fiir z (¥*)
3. Allgemeine Losung: y(z) = y1(z) + =£~

z(z)?
die allgemeine Losung von (*) durchliuft.

wobei z

Exakte DGL mit Multiplikator:
| (uP)dz + (4Q)dy = 0|

e ;. Multiplikator :< (uP), = (uQ)s

o Hingt f := 5(P, — Q;) nur von z ab, so ist
p(z) := el 1@ d= ein Multiplikator

e Hangt f := %(Py—Qz) nur von y ab, so ist u(y) =
el 1) dy gin Multiplikator




